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Resumo

Investigamos o comportamento infravermelho do propagador do glion, no calibre de
Landau, em trés dimensoes (2 + 1) para teoria Yang-Mills SU(2) (YM2) usando simulagoes
em redes euclidianas de grande volume (403, 80%,140%). Obtemos indicagdes bastante fortes
de que esse propagador tende a um valor finito para momentum nulo, decrescendo, a partir
de ~ 350 MeV, com expoente critico k ~ 0.6. Comparagoes com predi¢oes analiticas
nao-perturbativas mostram boa concordancia e sugerem a existéncia de po6los imaginarios
no propagador. Obtemos clara evidéncia de violagdo de positividade em YM3, condi¢do
suficiente para o confinamento de cor.



Abstract

We investigate the infrared behaviour of the gluon propagator, in the Landau gauge, for
three-dimensional (2 4+ 1) Yang-Mills SU(2) theory (YMZ2) using numerical simulations on
Euclidean lattices at large volumes (40°,80%,140%). We obtain strong indications that this
propagator goes to a finite value at vanishing momentum, starting to decrease at ~ 350 MeV
with a critical exponent x ~ 0.6. Comparisons with analytical non-perturbative predictions
show good agreement and suggest the existence of imaginary poles in the propagator. We
obtain clear evidence of positivity violation in YM3, a sufficient condition for color confine-
ment.
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Introducao

A teoria quantica de campos [1-8] tem sofrido nos tiltimos anos uma mudanga de enfoque:
grande parte das pesquisas nao se encontra mais no uso do método da expansao perturbativa,
mas esta se concentrando na analise do regime nao-perturbativo.

Isto se deve principalmente & existéncia, neste regime, de fendmenos cruciais para a
verificacao de que as teorias de calibres realmente descrevem o mundo fisico regido pelas
interagoes eletrofraca e forte. Em particular, & Cromodindmica Quantica (QCD') [9], atual
teoria predominante na descricao das interacoes fortes, ainda falta uma descricao satisfato-
ria de fendmenos importantes, como confinamento e quebra espontdnea de simetria quiral.
Seus maiores sucessos concentram-se no regime perturbativo onde a teoria é analiticamente
tratavel: liberdade assintotica, processos de Drell-Yan, aniquilamento e*e~, espalhamento
foton-foton, etc 7], sdo todos exitosamente descritos por esta teoria, mas em um regime no
qual as flutuagoes quanticas sao pequenas. O confinamento, por exemplo, encontra-se em
uma regiao na qual espera-se que a teoria forne¢a uma constante de acoplamento grande;
assim, é inconsistente usar a perturbacao neste caso.

O regime nao-perturbativo ainda é territério arido para os teoricos, pois seu entendi-
mento consiste quase sempre na resolucao exata do problema. Mencionamos como exemplos
a teoria super-simétrica N = 2 em 4D de Witten-Seiberg [10], a gravidade em 3D [11] e os
varios modelos exatamente soliveis em 2D [12]. Entre estes tltimos estd o conhecido mo-
delo de Schwinger [13], ou seja, eletrodindmica quantica nao-massiva em duas dimensoes:
o confinamento encontrado neste modelo ainda serve de paradigma para o entendimento
deste fendmeno em outras teorias.

Entre os métodos analiticos mais utilizados para este regime estao as equacoes de Dyson-
Schwinger [14-17]. Estas constituem um sistema de equagoes diferenciais que acoplam todas
as funcoes de Green da teoria entre si: uma funcao de 2-pontos depende da funcao de 3 e 4-
pontos, enquanto estas por sua vez sao expressas em termos de funcoes de maior grau ainda;
este padrio se repete infinitamente. E claro que um estudo analitico com esta abordagem
exige algum tipo de truncamento, o que tem sido feito com bastante arbitrariedade levando
a previsoes bastante dispares [18].

De outro lado, aparecem os métodos numeéricos de resolucao do problema, sendo a rede
euclidiana a mais utilizada [19-22|. Nesta técnica, o espago-tempo euclidiano é discretizado
e a integral funcional torna-se, além de bem definida matematicamente, um produto finito
de integrais. O que comegou como um artificio matemético de regularizacao para sugerir
o confinamento no regime nao-perturbativo, tornou-se uma teoria bastante formalizada e
foi estendida para outras teorias quanticas de campos [23-25]. Embora seja um formalismo

L Quantum Chromodynamics
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bastante poderoso para calculos analiticos, os maiores impactos da rede euclidiana surgiram
a partir de sua utilizagao em simulacoes numéricas. Os resultados obtidos com estas si-
mulagoes adquiriram um status de quase-experimento, pelos quais as abordagens analiticas
deveriam se guiar.

Neste trabalho, investigamos numericamente, na rede euclidiana, a funcao de Green
bosoénica de 2-pontos de uma teoria de calibre ndo-abeliana SU(2) em 2+ 1 dimensoes, sem
férmions (denotamos esta teoria por YM3). Na QCD, férmions (quarks) interagindo através
de bosons de grupo de calibre ndo-abeliano SU(3) (glions) em 3+ 1 dimensoes, esta funcio
de 2-pontos seria o propagador do glion e assim a ela nos referiremos no restante desta tese.
No calibre de Landau temos ainda a fungao de 2-pontos dos campos fantasmas, o propagador
do fantasma, provenientes da exponenciacao do determinante de Fadeev-Popov.

A compreensao do comportamento destes dois propagadores na regiao do infravermelho
é de fundamental importancia no cenario de confinamento de Zwanziger-Gribov [26,27] e no,
muito relacionado, critério de Kugo-Ojima [28]. Estas abordagens tentam descrever o confi-
namento de cor em termos da estrutura analitica dos propagadores; no infravermelho, um
propagador fantasma divergente e um propagador do glion finito ou nulo seriam condigoes
suficientes para o confinamento. Um propagador do glion desta forma violaria a positivi-
dade da fungao espectral [29,30] dos glions transversos, revelando seu carater confinado.

A resolugao das EDS do glion constitui a principal ferramenta analitica na investigacao
desta regiao, mas as arbitrariedades nos truncamentos levam a resultados muito diver-
sos: divergente, finito ou nulo, ou seja, todos os resultados possiveis [31]. Recentemente,
comecou-se a descartar a possibilidade de divergéncia, mas ainda nao se pode seguramente
escolher entre as duas tltimas opgoes [18]. A investigacdo realizada através de simulagoes
aparece para complementar esta pesquisa [31] .

O estudo da regiao infravermelha na rede euclidiana exige a utilizagao de redes bastante
grandes; o menor momento nao nulo que podemos acessar numa simulagao é proporcional a
L~1, o inverso do lado da rede. De fato, simulacdes do propagador do glion feitas em redes
nao suficientemente grandes escondem o decréscimo dessa grandeza no infravermelho, como
mostraremos nesta tese.

Para acessar essas redes, necessariamente muito grandes, optamos pelo estudo da teoria
YM3 [32], muito mais leve computacionalmente que a realistica YM3 [33]. Realizamos apenas
a simulacao do propagador do glion, visto que o calculo do propagador fantasma envolve-
ria um passo extra demasiadamente pesado computacionalmente, a inversao de matrizes
enormes. Daremos justificativas de por que nossos calculos numéricos em YM3 também
servem para convalidar as idéias do cenario de confinamento dos glions acima descrito.

Comparacgoes com resultados analiticos sao feitas, enfatizando a boa descri¢cdo de nossos
resultados conseguida com uma forma tipo-Gribov, ou seja, com po6los imaginérios no propa-
gador. Salientamos que as grandes redes simuladas neste trabalho permitem, pela primeira
vez, uma andlise quantitativa do expoente critico, ou seja, medir quao rapido o propagador
do glion decresce no infravermelho [34].

Mesmo utilizando a teoria YM3 as simulagdes continuam sendo extremamente dispen-
diosas. Para realizi-las utilizamos uma pilha de 16 pc’s rodando por trés meses. Como as
redes sao muito grandes foi necesséario paralelizar o programa, para que a rede fosse divi-
dida e distribuida pelos diferentes pc’s da pilha, cabendo desta forma na memoria de acesso
rapido local (memoria RAM), com uma folga apropriada.
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No capitulo 1 introduzimos conceitos e modelos da mecanica estatistica e estado sélido
que levaram & motivacao original da construcao de teorias de calibres na rede: vamos desde o
modelo de spin mais simples, o modelo de Ising, até a original acao discretizada utilizada por
Wilson [19]. Apresentamos alguns observéaveis que aparecem frequentemente nas simulagoes
de teorias de calibre na rede e discutimos como se acessa o limite continuo nestas teorias,
com vistas a comparagoes com dados experimentais. Para ilustrar claramente o que esta
sendo feito com os conceitos novos introduzidos (elos e plaquetas), resolvemos exatamente
o caso de uma teoria de calibre discretizada em duas dimensoes com condi¢oes de contorno
livres.

Apo6s uma rapida revisao sobre teorias de calibre na métrica euclidiana e suas EDS,
discutimos no capitulo 2 as diferentes previsoes analiticas para o propagador do glion.
Em conexao com o problema das cépias de Gribov apresentamos o cenario de confinamento
acima mencionado no qual o propagador gluénico é fundamental. Introduzimos as defini¢oes
de propagador do glion na rede e como se fixa o calibre numericamente. Apresentamos
algumas justificativas e limitacgoes sobre a possibilidade da extensdo das conclusoes baseadas
em nossos resultados em YM3 na explicagio dos fendomenos fisicos. Revisa-se o estado da
arte dos calculos numéricos do propagador do glton.

As técnicas de simulagao sao introduzidas no terceiro capitulo e algoritmos mais especifi-
cos & area de teorias de calibre na rede sdo detalhados [21,22], bem como a paralelizagao de
algoritmos via troca de mensagens, padrao MPI [35|. Ndo assumimos conhecimento prévio
do leitor em matérias de Monte Carlo ou programacao paralela e apresentamos os conceitos
basicos de forma concisa. Nem de longe esgota o tema [36-40]; serve como uma introdu-
¢ao curta e correta aos problemas numéricos enfrentados nesta tese, podendo ser também
uma referéncia rapida aos métodos. Detalhes do hardware utilizado (pilha de pc’s) sdo
apresentados.

Os resultados das simulagoes sao mostrados no capitulo 4, sendo evidente o efeito do
volume finito sobre a forma do propagador do glion. Utilizando a técnica de colapso de
dados [41] comparamos os resultados para diferentes espacamentos da rede. Obtemos um
valor de pge. = 3501%80 MeV abaixo do qual o propagador do glion comeca a decrescer. Como
as redes sao grandes, temos pontos suficientes na regiao infravermelha para estimar o valor do
expoente critico do propagador, k, usando generalizacoes de formas funcionais conhecidas:
obtemos k ~ 0.6 em acordo com recentes predi¢oes analiticas [42]. Investiga¢do da funcdo
de Schwinger (transformada parcial de Fourier do propagador) também esta em excelente
acordo com os tltimos resultados apresentados em [43|. A performance computacional do
programa paralelizado é descrita em detalhes [44]. As conclusoes e perspectivas de pesquisa
sao entao apresentadas.

No Apéndice A definimos a notacao através da deducao da acao de Yang-Mills utilizando
a motivacao geométrica. Detalhes de contas, “4 la Greiner”, sao deixados para o Apéndice
B. No Apéndice C detalhamos uma simulagao serial do oscilador harmoénico quéantico.



Capitulo 1

De modelos de spins a teorias de calibre
na rede

1.1 Introducao

Existe uma grande semelhanca entre modelos de spins e teorias de campos formuladas
em rede euclidiana [45]. O fato béasico é que o peso de Feynman na integral funcional,
quando expresso no espaco euclidiano, é dado por e=5/", ou seja, adquire a mesma forma do
peso de Boltzmann da mecéanica estatistica. Depois da continuagao analitica do espaco de
Minkowski para o de Euclides e da discretizagao, podemos interpretar uma teoria de campos
na rede como um modelo da mecdnica estatistica cldssica em quatro dimensoes e utilizar os
conceitos e técnicas desenvolvidas nesta area. E interessante enfatizar a possibilidade de que
a uma teoria de campos discretizada corresponda um sistema fisico real, em nada relacionado
com a interacdo original que se queria descrever (e.g., ndo é relativistico). Por exemplo, a
teoria de calibre na rede U(1) em 2 + 1 dimensoes serve de modelo para supercondutores
de alta temperatura [46] e o limite de acoplamento forte da QCD em trés dimensoes e duas
cores na rede corresponde ao modelo de Heisenberg [47,48|. Isto é extremamente instigante
se percebermos que uma medida experimental no estado s6lido pode nos esclarecer sobre a
validade de uma abordagem em Fisica de altas energias.

E a intencdo deste capitulo introduzir o conceito de rede em teorias quanticas de campos;
para isso comecamos com os modelos de spins mais simples e comentamos a respeito de
suas principais caracteristicas, como a possivel manifestacado de comportamento critico.
Todos estes modelos tem simetrias globais, mas interessa-nos mais em fisica de particulas
as invariancias frente a transformagoes locais. Por isso o passo seguinte é a apresentagao do
trabalho de Wegner de 1971, no qual é introduzida uma simetria local Z(2) no modelo de
Ising. Tendo fixados os conceitos no lado da mecanica estatistica, vamos a teoria de campos
de calibre e aprendemos como discretizé-la em uma rede euclidiana sem perder a invariancia
de calibre. Alguns observéveis importantes e o limite do continuo sdo discutidos. Por fim,
para fixar os conceitos apresentados no capitulo, expomos detalhadamente o célculo exato
na rede da teoria Yang-Mills SU(2) em 1+ 1 dimensdes (YM2) com condigdes de contorno
livres.
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1.2 Modelos de spins e Invariancia de Calibre

Os modelos de spins sao amplamente estudados no estado sélido, principalmente na mode-
lagem do magnetismo; de fato, a idéia mais intuitiva sobre a origem da magnetizacao em
um material é a do alinhamento num mesmo sentido dos dipolos magnéticos existente nos
atomos. Em mecanica estatistica estes modelos sao de extrema importancia no estudo de
transicoes de fase, em especial as que envolvem algum tipo de comportamento critico. O
primeiro e mais simples modelo de spins é o modelo de Ising [49], inventado em 1920 por
Wilhelm Lenz [50| para ser uma versdo simplificada de um ferromagneto; seu estudante
Ernst Ising tomou o problema como sua tese de doutorado e o resolveu exatamente em uma
dimensdo [51,52], apontando a inexisténcia de magnetizacdo espontanea para temperatura
diferente de zero. O interesse neste modelo aparece de fato em duas dimensées [53|, onde
comportamento critico é identificado em varios de seus observaveis, inclusive com apareci-
mento de magnetizagao espontanea; como bonus a essa riqueza fisica, matematicamente o
modelo de Ising em duas dimensoes (sem campo externo) continua sendo exatamente solavel
(Onsager, 1944 [54]). Assim, todo tipo de aproximacao feita para descrever os fendmenos
criticos deste modelo pode ser comparada ao resultado exato, dai o grande interesse que
desperta em fisicos de todas as areas.

Nos modelos de spins analisados nesta secao, consideramos uma rede bidimensional de
pontos (sitios) identificados por um vetor de dois niimeros inteiros,

i = (n1,n2) ; (1.1)

aos sitios associamos varidveis de spin. Seguindo o procedimento padrdao da mecanica es-
tatistica, devemos tentar calcular a fungao particao do ensemble canénico

Z= Y el (1.2)
configs

onde o somatorio é sobre todas as configuracoes possiveis das variaveis de spin na rede de
sitios (todas para baixo, todas pra cima, metade-metade, etc). A partir de Z calculamos as
demais grandezas termodinamicas usando a expressao da energia livre

F=—kTlogZ (1.3)

do sistema.

1.2.1 Modelo de Ising e Fen6menos Criticos
No modelo de Ising em duas dimensoes o Hamiltoniano é dado por

d=2

H= —%Zs(ﬁ) S (st + ) + (= )| = BY s(0), (1.4)

p=1

onde s(7) = +£1, B é um campo magnético externo e J é uma constante de acoplamento
positiva, a qual favorece o alinhamento dos spins; assim, o modelo é adequado para a
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descri¢do de ferromagnetos. A interacdo é apenas entre primeiros vizinhos: a dire¢ao do
versor 1 é horizontal e de 2, vertical. Com o Hamiltoniano definido temos, em principio, a
funcao particdo em maos e podemos calcular os observaveis termodinamicos.

Por exemplo, a magnetizagao, microscopicamente definida para uma dada configuracao
de N spins como

M([s(@)]) = s(i) , (1.5)

—

n

no limite termodindmico (N — 00) tem seu valor esperado dado por

M(B,T)E<M([S(ﬁ)])>5% Y M([s()e T (1.6)

configs

identidade que pode ser reexpressa como

M(B,T) = — (%)T. (1.7)

Por sua vez, a magnetizacao por sitio é dada por

M(B,T)
B,T)=————. 1.8
m(B,T) =~ (1.9
Definimos também para cada configuracao a susceptibilidade isotérmica
X2 ([s(@)]) = BI(M([s(7)]) - M(B,T))", (1.9)
que no limite termodinamico é expressa através de
0?F oM
BT)=—|=—) =\ - 1.1
wen=-(55) = (55). (110

Fica claro de (1.9) que a susceptibilidade é uma medida da flutua¢io da magnetiza¢ao do
sistema. Da mesma forma, o calor especifico é obtido com

Cu =1 (5) =k5(E" - (B (11)

e expressa a flutuacdo de energia do sistema como resposta a uma mudanca na temperatura.
Uma medida muito importante da interdependéncia dos spins é a funcdo de correlagao

1 oF
0m) = B oB B )

—

= (s(7)s(n)) — (s(70))(s(n")) , (1.12)

B=0

onde os B(7) sdo campos externos ficticios. Ainda pode ser reescrita como

—

Ge(7i, n') = ( (s() = (s(7)) ) ( s(@) — (s(7)) )) - (1.13)

Se as variaveis s(7) e s(7i') fossem completamente independentes teriamos os dois termos
do lado direito da expressao (1.12) iguais e, portanto, uma funcao de correlagao nula. Isto,
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ou corresponderia a uma teoria em que nao existe interagao entre as variaveis de spin, o que
nao é o caso, ou a uma agitagao térmica muito elevada.

De fato, como a interacao é apenas entre primeiros vizinhos, a correlacao entre dois spins
decai com a distancia entre eles (ver cap. 8 da referéncia [55]):

G(it, i+ Z) oc z7Te /¢ (1.14)

onde & é o comprimento de correlacdo, conceito chave no entendimento dos fenémenos
criticos.

Como pode ser verificado, 0 Hamiltoniano de Ising sem campo externo é invariante frente
a transformagdes do grupo Z(2):

s(71) — €™ s(i) = +s(i1) (m=0,1), (1.15)
ou, em termos menos matematicos, ele ndo muda apés a inversao de todos os spins. E uma
simetria global, ja que o elemento do grupo Z(2) que produz a transformagcao é o mesmo em
todos os pontos da rede. Esta simetria é quebrada explicitamente se recolocarmos o termo
de campo externo, pois este favorece estados com spin positivo (B > 0).

Em um sistema Ising no qual B fosse sendo gradativamente diminuido até seu completo
desligamento ainda haveria magnetizacao se o sistema estiver abaixo de uma dada tempe-
ratura critica (temperatura de Curie). Isto parece um contrasenso ji que o Hamiltoniano
sem o termo de campo externo B nao da preferéncia a nenhuma direcao para os spins, ao
passo que a magnetizacdo é a propria expressao de uma direcao privilegiada. Ao fato de
que o estado do sistema nao possui uma simetria que o Hamiltoniano exibe se di4 o nome
de quebra espontdinea de simetria, no caso, simetria especular. A quantidade que serve de
indicador da passagem da fase com simetria quebrada para a fase com simetria preservada
chama-se pardmetro de ordem; no caso do modelo de Ising, este ¢ a magnetizacao.

Proximas & temperatura critica algumas grandezas do sistema se anulam ou divergem
seguindo leis de poténcias: a magnetizagao vai se anulando para 7' < T, de acordo com

M(0,T) « (T, — T)?, (1.16)

ja o calor especifico, a susceptibilidade e o comprimento de correlagao divergem como

C, x (T—T)° (1.17)
Xr X ‘T_Tc‘_’y: (118)
¢ « (T-T)" (1.19)

respectivamente. No modelo de Ising em duas dimensoes os valores desses expoentes criticos
sdo a = 0', B =1/8,7 =7/4 e v = 1. Este tipo de comportamento é caracteristico dos
fenomenos criticos [55,56]: a divergéncia do comprimento de correla¢do indica a perda da
escala de comprimento do sistema (hipdtese de escalamento), de modo que os detalhes finos
da interacao nao interessam muito na descri¢cao dos fenomenos. De fato, sistemas fisicos
muito diferentes podem apresentar o mesmo comportamento critico, ou seja, ter os mesmos

! Divergeéncia logaritmica.
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Relégio Relégio

Ising 3 estados 5 estados XY

Fig. 1.1: Do modelo de Ising ao modelo XY

expoentes criticos; sistemas assim pertencem a uma mesma classe de universalidade. Ar-
gumentos referentes a dimensionalidade do sistema, niimero de componentes do pardmetro
de ordem e simetrias, servem para discriminar as diferentes classes [57]. Na se¢do 1.3.5, ao
discutirmos o limite do continuo das teorias de calibre na rede, ficara clara a importancia
destas consideragoes sobre criticalidade.

1.2.2 Modelo Relégio e XY

Uma extensdo natural do modelo de Ising é o modelo reldgio [58,59] de N estados, uma
generalizagao do modelo de Potts [60]. O Hamiltoniano é similar a (1.4),

H o= =5 S lslie @)+ s @ef) - 5 S lsm) + @) . (120

d=2

o) = Y [s(ii+p)+s(—p), (1.21)

pu=1
mas as variaveis de spin assumem os valores da N-ésima raiz da unidade
> i3
s()=¢€v", 1=0,1,2,..,N—1; (1.22)

s*(i1) denota o complexo conjugado de s(7). O modelo possui claramente simetria global
Z(N) para campo externo nulo. Para N = 2 recupera-se o modelo de Ising.

Para um valor muito grande de N no modelo relégio o angulo que define a variavel de
spin, # = 2wl/N, é quase continua. Isto motiva mais uma extensdo desses modelos onde
cada variavel de spin pode estar alinhada num angulo 6 € [0,27). E o chamado modelo XY
(rotor-plano), com mesmo Hamiltoniano de (1.20), mas com

s(i) = €, 0, €[0,2r) . (1.23)
O modelo XY é invariante frente a transformagdes globais do grupo U(1),
s(7) — 7' s(R) , (1.24)

e apresenta transi¢do de fase do tipo Kosterlitz-Thouless [61]. Esta evolucdo conceitual do
modelo de Ising ao modelo XY é representada na figura 1.1.
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l An) T
° T ° T o — o l ° l °
! |

Fig. 1.2: Transformacao de calibre local num modelo de spins.

1.2.3 Modelos de spins com invariancia de calibre local

Introduzimos agora modelos de spins, onde as variaveis de spins nao estao localizadas nos
sitios da rede, mas sim entre estes. Denotamos a variavel de spin associada a ligagao entre
os pontos 7i e i + [1 por s,(71), podendo esta varidvel assumir os valores +1 ou —1. Uma
transformagao de calibre local A(77) atua sobre os spins primeiro-vizinhos situados em torno
do ponto 7, podendo manter (A(7i) = 1) ou inverter (A(7i)) = —1) seu alinhamento (ver
figura 1.2 para o caso da inversdao). Percebe-se que o produto das variaveis de spin ao longo
de um caminho fechado nesta rede sera invariante frente a A(7): sempre um niimero par de
spins (0, 2, ...) estara invertido, o que nao muda o produto. Com isto em mente, pode-se
construir o Hamiltoniano mais simples que contenha invariancia de calibre local Z(2) usando
os menores caminhos fechados na rede: as plaquetas (figura 1.3). Temos assim:

H = —JZ Z $u(M)s, (T + f)s_p, (T + o+ D)s_, (7T + D), (1.25)
i 1<pu<v<2

onde s_,(7) = s,(7 — 1) = £1. Este modelo foi inventado em 1971 por F. Wegner [62].

Da mesma forma que evoluimos na se¢ao anterior do modelo de Ising com invarian-
cia global Z(2) para o modelo XY com invariancia global U(1), podemos agora construir
um modelo com invariancia de calibre local U(1) para o modelo XY usando as plaquetas
introduzidas acima; as variaveis de spin sao dadas por

s,(7) = et (1.26)
com s_,(7) = s3(7i — f1), e o Hamiltoniano, em analogia com (1.25), dado por
H——JZ Z su(11)8, (7 + f1)s), (71 + D) sy, (7) - (1.27)
i 1<p<r<2
E claro que a plaqueta é invariante frente a transformacdes de calibre do tipo
8u(71) = A(R)s, (F)ATH (7 + f1) (1.28)

onde
A() = ¢” ™) (1.29)
com A~'(7) = A*(7). Assim, este ¢ um modelo com invariancia de calibre local U(1), um
grupo continuo como os encontrados em altas energias.
Veremos como o conceito de plaqueta ajuda na formulacao de teorias de campos discre-
tizadas com invariancia de calibre local.
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e =
|

L

1

Fig. 1.3: Plaquetas.

1.3 Teorias de campos de calibre na rede

As teorias de calibre (ver Apéndice A) sdo a base do atual modelo padrao, sendo usadas na
descri¢ao tanto das interagoes eletro-fracas quanto das interagoes fortes? [2,65]. Um passo
importante na aceitagao deste tipo de teoria foi a demonstracao de sua renormalizabilidade
feita por 't Hooft e Veltman [66] no contexto da teoria de perturbagdo usando regularizacao
dimensional.

No entanto, boa parte da riqueza destas teorias situa-se em um regime no qual os tradi-
cionais métodos de perturbacao nao podem ser aplicados; como as técnicas de regularizagao
da teoria estao estreitamente ligadas a este tipo de abordagem é necessario introduzir um
novo modo de exibi¢ao das divergéncias da teoria quantica sem apelar para a perturbagao
em campos fracos.

Em 1974, Kenneth G. Wilson [19] introduziu uma regularizagdo nao-perturbativa ba-
seada na discretizagao do espaco-tempo e obteve uma forte indicacao de que os quarks sao
confinados na QCD. Em pouco tempo esta regularizacao foi formalizada e estendida para
outras teorias quanticas de campos [22—-25]. Nesta secao introduzimos o formalismo da rede
e como as teorias de calibre encaixam-se nele.

[ J [ ] [ ] [ ]

[ J [ ] [ ] [ ]

[ J [ ] [ ] .T
a

Fig. 1.4: A rede.
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Fig. 1.5: Restaura¢do da invaridncia rotacional de (a) =2, 8 x 4 para (b) [ = 2.25,
16 x 6 [67].

1.3.1 A rede

A idéia da rede é bastante ousada, pois a primeira consequéncia da discretizagao do espaco-
tempo é a quebra da invariancia de Poincaré. Na figura 1.4 mostramos a discretizacao num
plano; fica claro, por exemplo, que a simetria de rotagao nao é mais vélida, j4 que a mesma
configuragdo do espago-tempo s6 volta a se repetir apés um giro de 7/2. A invariancia
O(4) é perdida e o correto comportamento s6 é retomado no limite do continuo no qual o
pardmetro da rede, a, vai a zero.

No entanto, a retomada desta invariancia parece ocorrer para valores de a nao tao
pequenos [67,68]: § > 2.2 para SU(2) e § > 5.5 para SU(3). Estes resultados baseiam-se
na revalidacao da relacao de dispersao no continuo, E? = p> +m? (ver figura 1.5), em redes
2D.

1.3.2 Elos e Plaquetas

Apesar de se ter quebrado a invaridncia de Poincaré, pode-se tentar salvar a invariancia
de calibre que a teoria possui no continuo. A discussao sobre modelos de spin na se¢ao
anterior sugere que construamos “varidveis de spin” que sob uma transformacao de calibre
se comportem como em (1.28) para que possamos escrever quantidades invariantes a partir
das plaquetas.

De fato, na QED existe uma quantidade chamada integral de linha de Schwinger, definida

2 De fato, na formulagao por vierbeins (tétrades) a relatividade geral é considerada uma teoria de calibre
[63,64].
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por?

Uy(z,y) = €9 ) A (2)dz) (1.30)

a qual, sob uma transformacao de calibre do grupo U(1)

A, (z) = Au(z) — dua(x) (1.31)
se comporta como
Un(,y) = Q2)Uu(z,9)27' (y) , (1.32)
onde
Q(z) = €@, (1.33)

Comparando a expressao acima com (1.28) vemos que U,(z,y) tem o comportamento pro-
curado. Para pontos x e y muito proximos (y = = + a) temos:

Uy(z) ~ eoedul@) (1.34)

Esta analogia sugere que definamos os elos* (as novas varidveis de spin) de nossa rede
de espaco-tempo como sendo

Uy(z) = e9e/ul@) (1.35)
esta defini¢ao nos leva a
—1 .
U, (z) =U;(z) . (1.36)

Construimos as plaquetas da forma
P (r) = Uu(2)U,(z + p)Uj(x + 2)U; () - (1.37)

A figura 1.6 ilustra estes conceitos de elos e plaquetas em grupos de calibre U(1) em uma
rede quadrada bidimensional.

A breve exposicao da teoria de Yang-Mills apresentada no Apéndice A valida expressoes
similares a (1.35) e (1.37) para o caso de SU(N), considerando, é claro, que agora estas
quantidades estao no espaco de cor e devemos utilizar o hermitiano conjugado:

Usz) = e @) = gioa Xy AL@T" (1.38)
Pu(z) = V@)U + WU} +2)Uf() (1.39)
com T° sendo os N? — 1 geradores da &lgebra su(N).
Reexpressando a plaqueta (1.39) usando a formula de Campbell-Baker-Hausdorff,

elel = ettt/ ylt (1.40)

obtemos
P,(z) = e @ Cuwl@) (1.41)

3 Indices de Lorentz entre parénteses indicam que a convencdo de soma de Einstein ndo se aplica.
4 Li
inks.
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onde
Gu(zr) = Fu(z)+ O0(a) (1.42)
Fu(@) = AuA(2) = AyAu(z) + [Au(z), Ay (2)] (1.43)
ApAy(z) = (Ay(z+p) - A2))/a. (1.44)
Ou seja, )
P,(zr)=1- CLQGW(I) + %G(u)(,,) ()G ) (x) + O(a®) . (1.45)

Como para as teorias de calibre no continuo interessa apenas o terceiro termo da expansao
acima, usamos a combinag¢ao

1 1
L= 5(Puw (@) + PL(2)) = $a'Guw)(@)Guw(@) + O(d") ,

1
= §(L4F(”)(V) (.Z')F(”)(V) (.Z') + 0(&6) . (146)

Em termos de componentes de cor a equagao (1.43) fica
Fy,(2) = A AL (2) — Ay Aj () + g f°Aj () A (2) (1.47)

onde usamos [T%, T?) = i f®T¢ e Tr[T*T®] = §%/2.

1.3.3 Acao de Wilson e agao melhorada

A partir da expressao (1.46) monta-se a mais simples agdo discretizada para uma teoria de
calibre,

Swllu@l=5) > - %T‘Y(Puu(m) + Pl (@), (1.48)

r 1<u<v<d
conhecida por acdo de Wilson. A constante adimensional 5 deve valer

2N
g2at—1d

OO
@@@@@ &

8= (1.49)

Fig. 1.6: Rede de elos e plaquetas para o grupo U(1).



Capitulo 1. De modelos de spins a teorias de calibre na rede 14

Fig. 1.7: Retdngulo.

para reproduzir o limite do continuo da Yang-Mills SU(N) (equagao (A.50) do Apéndice
A). No caso de U(1) (grupo de calibre da QED), terfamos a mesma acdo de Wilson, mas
sem o trago e com N = 1; para este caso 3 = 1/(g%a*9).

Devido a semelhanca, formal de § com o onipresente termo 1/k7T da mecanica estatistica,
podemos logo dizer que uma expansdo para acoplamento forte (g grande) é equivalente a
uma expansao a altas temperaturas na mecanica estatistica.

A acido de Wilson possui erros de O(a?), pois usa apenas plaquetas em sua definigdo.
Podemos melhorar a discretizacao adicionando outros termos & acao: por exemplo, a acao
de Liischer e Weisz [69] considera plaquetas e retangulos diminuindo o erro para O(a*):

_ 5B 1 ) i
— BN%:Tm 5 (Puw + P, 12NZT{1 (Ruw + R}, (1.50)

onde P,,(z) é dado por (1.37) e

R, (z) = Uu(x)U,,(x+,12)U,,(3:+19+,&)U;[(x+2ﬁ)Uj(x+19)UJ(x)
+U(2)Uu(z + Q)U, (z + 20Ul (z + p+ D) U} (z + 2)U(z),  (1.51)

representado em termo de elos na figura 1.7. A ac@o (1.50) é um exemplo das chamadas
acoes melhoradas que sao mais eficientes na busca do limite continuo. Nesta tese, sera
apenas utilizada a ag¢ao de Wilson, pois, como seré explicado no capitulo 3, é mais leve para
calculos em paralelo.

1.3.4 Observaveis

Em analogia com o continuo, podemos obter valores esperados de observaveis utilizando o
formalismo de integral funcional. Nesta formulagao, o observavel é avaliado sobre todas as
possiveis configuracoes dos campos de calibre distribuidas de acordo com o peso de Feynman:

©) = [Dia] o, e S (152

A integral funcional acima tem significado formal e, de fato, ndo est4 bem definida mate-
maticamente no continuo minkowskiano [70] .
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Fig. 1.8: Volta de Wilson.

Na rede isto nao ocorre: o valor esperado de um observével é expresso por
1 - T
©) = [ T1 dUe) O @) &S, (1.53)
T,

onde z pertence a rede euclidiana denumerdvel, ou seja, estda perfeitamente definida. Na
formula acima

Z = / T] 40, () eSwi@eD (1.54)
[

dU,(z) sendo a medida invariante de Haar (ver secdo 2.2 de [71]) do grupo de calibre da
teoria. Esta medida possui, como no continuo, as seguintes propriedades:

e Invariancia a esquerda e a direita:

/Gf(U)dU:/Gf(VU)dU:/Gf(UV)dU, YV eq (1.55)

e Normalizacao:

/GdU =1 (1.56)

Restringimo-nos nesta tese a Yang-Mills pura, os observéveis de interesse sendo funcoes
invariantes de calibre dos elos®. Uma das mais basicas quantidades é a chamada volta de
Wilson® ou ainda volta de Wilson- Wegner; é o valor esperado do produto dos elos em um

caminho fechado:
w(C) = (Tr(] [ Un(=))) - (1.57)

A volta de Wilson, ilustrada na figura 1.8, é invariante frente a transformacgoes de calibre.

5 De fato, como veremos no préximo capitulo, valores esperados contendo férmions podem ser calculados
em Yang-Mills pura na aproximagao por apagamento (quenched). Observéaveis deste tipo devem ser, é claro,
funcdes invariantes de calibre das variaveis fermionicas e dos elos.

6 Wilson loop.
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Podemos definir varias quantidades usando a volta de Wilson, por exemplo, o potencial
estdtico entre quarks (ver capitulo 7 da referéncia [21])

1
V(R) = — lim —log(W(Crr)) - (1.58)
T—o00
A volta W (Cg,r) corresponde a um retangulo de lados R e 7" fisicamente, colocamos dois
quarks infinitamente pesados num lado do retangulo e deixamo-los evoluir no tempo. A
partir do potencial estatico define-se a tensdo da corda
V(R)
= lim —— ; 1.59
TEELTR (159
é claro que se o for constante o potencial estatico cresce linearmente com a separagdo entre
os quarks sugerindo um cenério de confinamento. De fato, fala-se em confinamento estdtico
dos quarks quando uma extensa volta de Wilson tem o seguinte comportamento
lim W (Crr) ox e 7T (1.60)
RT—
a expressao acima é conhecida como lei da drea da volta de Wilson e foi a indicacao obtida
por Wilson em 1974, no regime de acoplamento forte, de que os quarks estao confinados.

1.3.5 Limite do Continuo

Elaborou-se portanto uma acgao discretizada que se aproxima do limite do continuo simples,
com pequena correcoes da ordem de a?. No entanto, vimos que outras acoes, como a de
Liischer-Weisz, também reproduzem este limite. Como saber se de fato as mais diferentes
acoes que para a = 0 reproduzem o limite continuo simples, sao fisicamente satisfatorias
para a > 07

A primeira observacao feita neste capitulo foi sobre a semelhanca entre a teoria quantica
de campos euclidiana e a mecanica estatistica; no espago de Euclides o gerador funcional Z,
expressao (1.54), é formalmente equivalente a uma fungao partigdo. De fato, vamos precisar
desta analogia para mostrar que a ac¢ao discretizada precisa de um ponto critico no seu
espaco de parametros para reproduzir alguma teoria quantica de campos no continuo.

Quando estamos interessados no espectro de uma teoria quantica de campos euclidiana
investigamos o decaimento da funcdo de Schwinger’ para tempos grandes, a momentum
Z€ro:

O(t) = (#'(1)6(0)) = Y [{vacl@|n)|” exp{—Ent}

n

2% |(vac|p|0)|? exp{—mt} , (1.61)

onde usamos que a massa é a menor excitacao (Ey) da particula. Definindo a massa adi-
mensional® como 7 = ma a exponencial aparecendo em (1.61) fica

C(t) oce™™ . (1.62)

" Transformada parcial de Fourier, C(t, p).
8 Utilizamos a notacdo do chapéu para denotar quantidades adimensionais.
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Quando a — 0, m — 0, jA que m é um valor fisico fixo; assim, a cauda da exponencial
acima se estende infinitamente.

Do lado da mecénica estatistica, a funcao de correlacao entre spins se comporta como
em (1.14) proxima ao ponto critico:

G(z) o e7% (1.63)

Ademais, de acordo com (1.19), & — oo no ponto critico, estendendo também a cauda da
correlacao (1.63).

Considerada a igualdade formal entre (1.2) e (1.54), a semelhanga de comportamento
entre (1.62) paraa — 0 e (1.63) para T — T, nos leva a conclusao de que o limite do continuo
€ um ponto critico do modelo da mecdnica estatistica associado a teoria qudntica de campos
euclidiana discretizada. De fato, a menor massa do sistema quantico correspondera ao maior
comprimento de correlacao do modelo estatistico equivalente

£= l . (1.64)
m
Assim, no limite do continuo o comprimento de correlagao em unidades da rede diverge:
£ — 0.

Da discussao acima podemos afirmar que se a ac¢dao discretizada nao possuir um ponto
critico, ela nao descreverd uma teoria de campos no continuo.

Sendo o limite do continuo um fenémeno critico, precisamos sintonizar os parametros da
acao discretizada de acordo com sua proximidade do ponto critico, em nosso caso, a = 0.

Na acdo de Wilson (1.48), o tinico parametro existente é a constante g presente em (3, a
qual, pelo argumento acima é uma funcao de a. Chamamos g* o valor desta constante no
ponto critico, ou seja,

lim g(a) = ¢ ; (1.65)

a—0

equivalentemente podemos definir 5* como

lim (a) = B* . (1.66)
a—0
Abaixo argumentaremos porque os valores criticos destas quantidades em teorias de calibre
na rede serdo g* = 0 e * = oo (apesar de nao haver certeza de que estes sejam os tinicos
valores criticos). Trabalharemos mais em cima do valor critico de  por ser esta uma
quantidade adimensional por definicao.
Os observéveis seriam também apenas funcao de e a; no entanto, como acabamos
de ver, 8 ¢ funcao de a; invertendo® esta obtemos a(f), de modo que os observaveis serao
realmente apenas dependentes de 3'°. Suponhamos um observavel O de dimensao de massa

igual a d,. Temos que
1 .
Op) = 5-0(8) (1.67)

a

9 Supomos que [(a) seja uma funcdo invertivel para a suficientemente pequeno.

10 Em toda esta sub-secdo estamos trabalhando na hipétese de volume infinito. E claro que em simulacdes
este limite nunca é alcancado e estudos de efeitos de volume finito sdo uma area em si. Na verdade esta
tese se baseia fundamentalmente na draméatica mudanga do comportamento do propagador do glion no
infravermelho enquanto aumentamos o volume da rede, para o mesmo f.
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assume um valor finito quando 8 — (*, o qual sera igual ao valor fisico do observavel se
B(a) (ou equivalentemente a(f3)) for ajustado adequadamente

Oficion = lim O(f) . 1.68
fisico Py (B) ( )

Nem sempre sabemos a(f3); nestes casos podemos alternativamente utilizar (1.67), fixando
o lado esquerdo no valor fisico do observavel e invertendo a relagao para obter

. 1/d,,
a(B) = (%) . (1.69)

Ofisico

Para o caso de teorias de calibre do tipo Yang-Mills, devido ao fenémeno da liberdade
assintotica podemos calcular §(a) diretamente. Em 3 + 1 dimensdes temos que a um loop

[72,73]
1

g°(a) = " 2B In(aA;) ’

onde By = 11N/487? e Ay ¢ uma constante de integragdo que revela o aparecimento es-
pontaneo de uma escala de energia durante o processo de renormalizacdo (transmutacdo
dimensional). Quando a — 0, a constante g se anula e portanto descobrimos que

(1.70)

f* =400 . (1.71)
Este mesmo ponto critico vale para varias teorias, em particular para Yang-Mills em 2 + 1
dimensoes [74,75].
Em resumo, o limite do continuo so € alcancado a partir da acdao de Wilson para B
suficientemente grande.

1.4 Modelo exatamente solivel para SU(2) em 1+1

Para ilustrar os conceitos apresentados nas secoes anteriores vamos resolver exatamente a
teoria de calibre SU(2) em uma rede bidimensional (YM3) com N sitios e condigdes de
contorno livres [76-83]. Comecamos a partir da fungio parti¢do na forma

Zw = [1a0) exp(-Sw (U,(a))) (1.72)

onde Sy é a acao de Wilson e [dU] é a medida de integracdo. A parte constante da acao
nao nos interessa, ja que esta sempre fatora; portanto definimos

S = -5 Y 5,) (173)

onde 3 =4/(ag)? como sendo a soma de quantidades associadas as plaquetas individuais

Sp() = Tr(Po(2) + Py () , (1.74)
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com

Py () = Up(a)Uy (z + 0\ Ul (z + 1)U () . (1.75)
Qualquer observavel podera ser calculado através de
1
©) =5 [l o @) e D = [lav] o @) F 5%, (116)
w

_ / [dU] exp §ZSP(:¢)] . (1.77)

Utilizaremos o fato de que a ac@o é invariante frente a transformacoes de calibre para
fazer uma escolha de calibre, ou seja, impor uma equacao arbitraria que os campos devem
respeitar; como veremos, isto facilita sobremaneira os célculos. Para esta solucao exata é
mais adequado o calibre temporal (A9 = 0 no continuo)

Us(z) =1, Vx € rede . (1.78)
Neste calibre as plaquetas ficam
Py (z) = U(z + 0)Ui (z) (1.79)

ou seja, ao fixarmos os valores dos elos em uma direcao reduzimos o problema 2D para vdrios
1D.
Introduzindo na equacao acima a seguinte mudanca de variaveis

U(z +0) = W(2)Uy () (1.80)

(W (z) é onde os graus de liberdade de U, (z + 0) foram parar), Z(f) fica na forma

Z(B) = /[dW exp ( ZTr z) + Wi(x))) (1.81)
z(ﬁ)N :

(1.82)

Reduzimos assim o problema ao calculo de
2(8) = /dW exp (g SOTH(W 4+ W) (1.83)

Até aqui a analise é facilmente estendida para grupos U(N) e SU(N).
Em nosso caso, SU(2), fazemos a seguinte parametrizagdo dos elementos do grupo:

W =woll +id - W (1.84)
onde o sao as matrizes de Pauli e

wo+ | W P=1 (1.85)
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a medida de Haar para esta parametrizacao ¢ dada por
1 =12
dU = Pé(wo—i- |0 |° —1) ; (1.86)

nao é dificil verificar que esta expressdo respeita as condiges (1.55) e (1.56). Usando as
defini¢oes acima podemos calcular (1.83), como explicitado em (B.1):

21,(B)
5

Podemos usar a mesma abordagem para o calculo da volta de Wilson desta teoria:

We(s) = ; <Tr 1V > , (1.88)

vec
onde C é um caminho na rede. Em particular nos interessa um caminho retangular de
tamanho 7' temporal e R espacial, j4 que, como mostrado na secao anterior, isto esta
relacionado a energia de interacao de fontes estaticas. Temos que

(Tﬁ Uo(tﬁ)> (ﬁ UL (T0 + ri)> (1.89)

WR,T(ﬂ) = %<TI‘
r=0

X (t:_ﬁm UJ(R1 +t'0) )(H Ufr1)]> . (1.90)

Como é uma grandeza invariante de calibre, ndo precisamos fixar o calibre, mas isto facilita
grandemente os calculos. Optamos por usar o calibre tipo pente!!, um misto de calibre

?
~

temporal com a fixagdo do valor dos elos numa fatia temporal (U;(nl) = 1, ver figura 1.9):

(ﬁUl(T0+ri)> > : (1.91)

r=0

U(TO+ k1) = W((T - 1)0+ kD)W (T — 2)0 + k1).. W (k1) , (1.92)

z(B) = (1.87)

WR’T(ﬂ) = %<TI‘

Fazendo a mudanca de variavel

a volta de Wilson fica dada em termo das variaveis W como

W (B H/dW f[W

1

R-1

exp [~ ZTr z) + Wiz))] .

(1.93)
Para resolver analiticamente Wg () precisamos transforma-lo num produto de integrais
independentes.

r=0j

11 Também conhecido como calibre de drvore maxima (mazimal tree); esta escolha fixa totalmente o calibre
(cf. [84] e se¢do 3.2.5 da referéncia [22]).
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Fig. 1.9: Fizacao do calibre tipo pente.

Definamos a quantidade w(z):

i(z) = % / AV () Tx [AW () B exp (%Tr(W(:v) W) (1.94)

onde A e B sdo produtos de W(y), y # z. A parte exponencial e a medida sdo invariantes
frente a uma transformacao W(x) — VW (z)V1:

B(z) = / AW () Tx [AVW (2)VB] exp (gTr(W(x) W) . (1.95)

Integrando em V nos dois lados da equacao acima e usando a condi¢ao de normalizagao da
medida de Haar, temos a identidade:

(z) = % / v / AW (2)Tr [AVW (2)V'B] exp(gTr(W(ac) Fwiw)) . (1.96)

Usando o fato de que em SU(2) [21]

/ AV ViV = %5,,% , (1.97)
obtemos que
w(z) = Tr(AB)w(p) , (1.98)
onde
w(B) = % / dW%Tr[W] exp (gTr(W + W) (1.99)

¢é a volta de Wilson correspondente a uma plaqueta apenas. Da expressao acima é claro que
w(B) <1 (o denominador z(f) nunca é menor que o numerador). Iterando este argumento,
e notando que o fator 1/2 em (1.93) some com a tltima iteracdo, temos que

Wi (8) = (w(B)* (1.100)

onde RT ¢ o ntimero de plaquetas dentro de Wg .
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0.8 B

w(B)

04 - B

0.2 r B

Fig. 1.10: Valor esperado da plaqueta como fungdo de 8 para YM3, expressio (1.102). Os
pontos sao resultados de simulacdao em uma rede 32 x 32; o0s erros sao muito
pequenos e nao foram graficados.

Assim, a tensao da corda adimensional é dada por

5(8) = — lim — log (War(8)) = — log(w(8)) >0 (1.101)

R,Tﬁoo R

revelando que este modelo estd numa fase confinante para todo valor da constante de aco-
plamento. Isto é bastante razoavel, j4 que em 1 + 1 dimensoes nao existe componente
transversal do boson de calibre.

De acordo com a expressao (B.22) deduzida no Apéndice B temos

w(B) = ﬁgg; : (1.102)

fungao graficada na figura 1.10 e comparada a resultados numéricos obtidos em uma rede
32 x 32. Levando em conta um valor fisico /o = 0.44 GeV, podemos calcular a para cada

0.8 B

0.6 - B

a(B)

0.2 -

Fig. 1.11: Espacamento da rede como fungio de 3 para YM3.
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valor de 8 usando
5(8)

a(GeV ™) = TR

(1.103)

ou, como a(fm) = a(GeV ') 0.19732 GeV fm,

a(fm) ~ 0.44\/— log (ﬁgg;) : (1.104)

A expressao acima esta graficada na figura 1.11. A partir de (1.103) ou (1.104) podemos
obter os valores fisicos para as quantidades adimensionais obtidas nas simulacées.




Capitulo 2

Propagador do glton

2.1 Introducao

Em toda a Fisica, sao as teorias de campos de calibre as que nos dao as mais precisas
descrigoes dos dados experimentais [8]. Como é usual, citamos a verificagdo em sete casas no
momento magnético andomalo do elétron, quantidade esta calculada analiticamente usando a
teoria de pertubagiao na QED [85]. Foi baseado nesta teoria que apareceu, e esta intimamente
vinculada, um dos principais conceitos de teoria quantica de campos, a renormalizacao.

Os infinitos que aparecem nos diagramas de Feynman (realizagio pictorica dos termos da
expansdo perturbativa) sdo incorporados aos parametros iniciais do Lagrangiano, os quais
agora sao referidos como carga/massa nua, e no sdo mais entendidos como a carga/massa
fisica. Isto é a renormalizacdo e ela é feita ordem a ordem na expansao perturbativa (ou seja,
alguns diagramas por vez). Nota-se que o processo da renormalizagio esta estreitamente
vinculado a teoria de perturbacao. Assim, quando voltamos nossa atencao para teorias de
campos em que a perturbacao nao pode ser usada, encontramo-nos em um territoério nao
suficientemente explorado.

Esse é o caso, em médias energias (< 1 GeV), da QCD, teoria quantica de campos nao-
abeliana (SU(3)) que descreve a interacao forte em termos de troca de cargas de cor entre
padrtons (quarks e glions). Como se sabe [72,73,86], nesta teoria a constante de acoplamento
decresce com o aumento da escala de energia e a teoria de perturbacao ainda pode ser usada,
levando a predi¢oes compativeis em boa precisdo com as medidas experimentais [85]. Este
comportamento corredico da constante de acoplamento' sugere que a QCD consiga descrever
a principal caracteristica da interacao forte, qual seja, o confinamento de cor. No entanto,
nesta regiao métodos nao-perturbativos devem ser adotados inescapavelmente.

Entre as técnicas nao-perturbativas destacamos as equacdes de Dyson-Schwinger (EDS)
[17,18], com resultados analiticos, mas aproximagoes ambiguas, e a formulagao na rede eucli-
diana [19-22], introduzida no capitulo anterior, com resultados numéricos e erros controla-
veis. Colocadas sob este ponto de vista estas técnicas sao claramente complementares.

Uma das quantidades mais usadas nestes estudos nao-perturbativos é o propagador do
gliaon [31], fungdo de Green de dois pontos para os campos de calibre. Em uma teoria
confinante, o propagador da particula mediadora deve ter caracteristicas incomuns, ji que,
entre outras coisas, nao se pode imaginé-la livre no infinito, ou seja, nao caracterizaria

L Running coupling constant
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um estado assintOtico, conceito base para a representacao espectral de Kdillén-Lehmann e
formalismo de Lehmann-Symanzik-Zimmerman (LSZ) [87]. Como se ndo bastasse o interesse
na investigacao de suas propriedades analiticas como provavel fonte de novos conceitos em
teorias quanticas de campos, as peculariedades do glion sugerem que o conhecimento da
forma desse propagador no infravermelho esclareca o mecanismo do confinamento.

Na teoria Yang-Mills pura (sem férmions) no calibre de Landau temos, além do propa-
gador do glion, a fun¢do de 2-pontos dos campos fantasmas, o propagador do fantasma. A
compreensdo do comportamento destes dois propagadores na regido do infravermelho (IR) é
de fundamental importancia no cenério de confinamento de Zwanziger-Gribov [26,27| e no,
muito relacionado, critério de Kugo-Ojima [28|. Estas abordagens tentam descrever o confi-
namento de cor em termos da estrutura analitica do propagador do glion e do fantasma:
nestas duas visoes equivalentes, o confinamento dos quarks é realizado por um propagador
fantasma mais divergente que 1/k? e o confinamento dos glions por um propagador gludénico
que se anule para k2 — 0. Nesta tese investigamos apenas o propagador do gliion com vistas
a sua simulacao numérica na rede euclidiana; o calculo do propagador fantasma demandaria
muito mais tempo computacional.

Neste capitulo, fazemos uma extensa discussao sobre as propriedades do propagador do
glion no continuo: sua definicdo, comportamento perturbativo e previsoes analiticas para
regime nao-perturbativo, produzidas utilizando-se principalmente as equagoes de Dyson-
Schwinger. Estas formas analiticas possuem poélos e parametros livres que serao interpreta-
dos fisicamente em termos de massas e condensados. Apresentamos em seguida as principais
visoes a respeito do confinamento de cor baseadas em fungoes de Green. Por fim introdu-
zimos o propagador do glion no formalismo da rede, com vistas & obten¢ao de resultados
numeéricos, e revisamos o estado-da-arte das simulagoes.

2.2 Propagador do glion

O formalismo de quantizacao utilizado em todo este trabalho é o de integrais funcionais,
conceito ja introduzido no capitulo anterior; é a abordagem mais utilizada atualmente, pois
é extremamente flexivel e eficiente em teorias nao-lineares e com vinculos, como as teorias
de calibre. A métrica mais apropriada para as aplicagoes na rede e no formalismo de Dyson-
Schwinger é a euclidiana, ao passo que os resultados encontrados em livros-texto tradicionais
usam a métrica de Minkowski? [1-6]; por isso vamos esclarecer alguns pontos a respeito de
integrais funcionais nesta métrica.

A conexao entre quadrivetores no espaco de Minkowski® e Euclides segue regras bastante
simples:

i) o™ = v ; (2.1)
Z'L) Umi — Uei ’
que leva a
ig) V™™t = —v vt (2.3)

2 Uma excecdo ¢ [88], mas néo ¢é satisfatoriamente abrangente.
3 Assinatura da métrica é negativa: {goo = 1,9:i = —1 e gy = 0se p # v}
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A relacdo (2.4) nos informa que a métrica euclidiana é o tensor §,, e, portanto, ndo é
necessario cuidar se um indice é super- ou sub-escrito.
O gerador funcional da teoria de Yang-Mills no espago Euclidiano é definido por

Z[J0] = Z;1 / DA, exp (-sYM + / ddeM(x)Au(x)> , (2.6)

onde, como deduzido no apéndice A,

SYM = /dd.TEYM y (27)
1

[fYM = ZFSIJF;U ’ (28)

Fi, = 0,4, — 0,4, + gf“bcAZA,ﬁ . (2.9)

A medida de integragao DA, é dada por

DA, = [] dAi(=) . (2.10)

Z,H,a

E importante também definir a derivada funcional

/ddxh(x)%(g)] = lim FlJ(x) +6h(€w)] — FlJ(x)] ’ (2.11)

onde h(z) é uma fungdo teste arbitraria. Como exemplo da defini¢do acima temos o impor-
tante resultado

6J5(y)
b = 830, 0D (z — y) . 2.12
As funcgdes de Green totais de n-pontos sao definidas por
571

(2.13)

G (%1, ey Tn)

215 (@), ...,Jsz(xm]

~ 6TE (@) T ()

J=0

Jé as fungoes de Green conectadas de n-pontos, Gt (21, ..., Tn), 20 definidas por férmula

similar & de cima, mas com Z trocada por W onde
W[J=InZ[J]. (2.14)

Para completar o zoolégico de funcionais geradores precisamos introduzir as fungoes de
vértice, %% (14, ..., x,), as quais sdo obtidas a partir da a¢do efetiva

s, g = —WJ+ / d2.], (2) A% a) | (2.15)
A5(0) = (A= 50 (2.16)
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novamente usando (2.13), mas trocando Z por I' e J por Af(z). Antes de introduzir as
equagoes de Dyson-Schwinger precisamos discutir as consequéncias da invariancia de calibre
da acao S,,,, pois a esta adiciona novos termos.

Todo valor esperado de operadores pode ser escrito em termos de uma integral funcional

(O]A,(z / [DA,(2)|O[A, ()] 5(A@D) (2.17)

A agao classica de Yang-Mills (2.7) possui invarianga de calibre local e para grandezas com
esta propriedade a expressao (2.17) pode ser usada diretamente. No entanto, o teorema de
Flitzur [89] diz que é impossivel quebrar uma simetria de calibre local espontaneamente;
em outras palavras, o valor esperado de quantidades wvariantes de calibre é nulo. Assim,
para que quantidades variantes como o propagador do glion facam sentido é preciso fizar
o calibre. Isto é mais facilmente compreendido em termos de drbitas; exemplificaremos no
caso mais simples da QED.

Duas configuracoes de campos de calibre A, e A) pertencem & mesma orbita se elas
estao conectadas por uma transformacao de calibre:

Al (z) = Au(x) — 0A () - (2.18)

Estas duas configuragoes descrevem a mesma Fisica e, portanto, devemos tomar apenas
uma configuracao desta orbita, chamada configuracao representativa, para fazer a soma
sobre todos os estados possiveis em (2.17). Por exemplo, a configuragao dada por

A;(m)=< — i 2l ! 2) (2.19)

z+2y—2 (x+2y—2)? (x+2y—2)? (x+ 2y — 2)

estd na mesma Orbita da configuracéo trivial A,(z) = 0, pois
Al (r) = Ay(x) — A = =0, A, A(z) =t/(x+2y—2) . (2.20)

Em contrapartida, a configuracao

AZ(:C)=< AT L . 2) (2.21)

z+2y—2 (x+2y—2)? (r+2y—2)? (x + 2y — 2)

ndo pertence a esta orbita, pois ndo existe A(x) tal que J,A(r) = —Aj(z). Em outras
palavras, nao existe transformacao de calibre que conecte A, =0 a AZ(x) e, portanto, elas
descrevem o sistema em estados diferentes.

Como fazer para escolher apenas uma configuragao de cada uma dessas 6rbitas? Consegue-
se isso através da escolha de uma condi¢cao de calibre do tipo

f(A,) =0. (2.22)
De acordo com a discussao acima, esta condicao deve ter duas caracteristicas bésicas:

1. dada qualquer configuragao B,(z), deve ser possivel encontrar uma outra configuragao
f;t(x)b, na 6rbita de B, (z), tal que f(B,,) = 0. By (z) sera a configura¢ao representativa
a orbita;
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2. uma, e apenas uma, configuracio de cada o6rbita deve ser escolhida por (2.22), ou

seja, se B,(r) e B, (r) pertencem a mesma orbita e ambas respeitam (2.22), entdo
B,(x) = BL(x)Q

Isto é ilustrado na figura 2.1.
Para o chamado calibre temporal, (2.22) é dada por

Ap(z) =0. (2.23)

Vejamos se é possivel achar na 6rbita de um campo arbitrario B, uma configuragao que
respeite a expressao acima:

Ao(x) = Bolz) — dA(w) (2.24)

Az) = /Bo(x)dt. (2.26)

Com A(z) respeitando essa condigdo conseguiremos achar a configuragio representativa da
orbita. O raciocinio acima também mostra a validade do calibre azial Az(x) = 0.
Outro interessante é o calibre de Landau

0, A, (z) =0 (2.27)

para obter a transformagao de calibre necessaria aplicamos o divergente aos dois lados de
(2.18):

0,A, = 0,B,—D0A (2.28)
0,B 0,B
A = 571” :/d%%. (2.29)

Note que algumas condigoes de calibres ndo obedecem a condigdo 1 acima (linha pontil-
hada na figura 2.1). Um exemplo trivial seria exigir uma condi¢ao do tipo

A, =0. (2.30)

Como mostrado acima, em 4-dimensoes, alguns campos nao podem alcancar esta configura-
¢do; no entanto, como visto para o calibre temporal, em 1 dimensdo ¢ valido (existe apenas
a oOrbita trivial).

A condicao 2 para a fixagdo de calibre é mais sutil e prorrogamos sua discussao para a
secao 2.2.2 onde introduzimos o problema das copias de Gribov.

A selecao da configuracao representativa de uma érbita no formalismo funcional é feita
através da introdugao de uma delta de Dirac na integral funcional:

/ [D(2)] det M; 5[fu(A%)] = 1, (2.31)

onde det My estd relacionado com o Jacobiano de f,. Em calibres covariantes, usando
invarianga de calibre, a integral funcional em 6 pode ser feita e os termos que sobram
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Fig. 2.1: Representacao esquemdtica de duas orbitas de campos de calibre descrevendo dois
estados fisicos diferentes; as linhas correspondem a condicoes de calibre distintas.
A linha solida representa uma boa condicdo de calibre; a linha pontilhada nao é
adequada, pois nao considera configuracao na sequnda orbita; a linha tracejada
possui ambiguidades (as configuracoes x sdo copias de Gribov).

podem ser convertidos em exponenciais cujos expoentes se juntam aos da agao cléssica de
Yang-Mills. No final deste processo, conhecido como procedimento de Faddeev-Popov [90],
podemos escrever uma acao efetiva [18, 88|

Sl = / dzL(z) , (2.32)
1 1 . .
L(z) = 1 Fi i + i(aqu)Q + CaOul0ab0u — gfancAllch (2.33)

a qual é, por construcao, nao-invariante de calibre, apesar de possuir a simetria de Becchi-
Rouet-Stora (BRS) [91], uma espécie de versdo quéntica da simetria de calibre. £ é o
pardmetro de calibre, o qual especifica a condigdo de calibre utilizada (e.g., &€ = 0,1, 00
equivalem, respectivamente, ao calibre de Landau, Feynman e Unitéario). Os novos campos
¢y sao chamados de campos de Fadeev-Popov ou fantasmas, por nao possuirem realidade
fisica (sao apenas sub-produtos de um truque matemaético que coloca na forma exponencial
o determinante aparecendo em (2.31)).

Estamos prontos para introduzir as equacoes de Dyson-Schwinger; estas saem da simples
observagao de que a integral funcional de uma derivada funcional é zero (ver se¢ao B.2)

/ Dqs(x)%(x) _0. (2.34)

Aplicamos esta identidade a nossa nova fun¢do geratriz com termos de fixacao de calibre e
de fantasmas

210,00 = [ Dix exp (Il Jys,8]) (2.35)
onde

IA,, c,¢, Jy,w,w] = —S;{\f[Au,c, cl + /ddas(Jl‘jAZ + WaCq + CaWy) (2.36)
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Du = DA,DcDe . (2.37)

Temos, por exemplo, para o caso do campo de fantasma

I[Au,¢,8,J p w,@]
0 - /’D,uée— (2.38)
geff _ _
_ / Du( Y 4 g(x )) e[t dyond] (2.39)
5SeII T s 5 6
_ (oS 217 &l . 2.4
< 5 [M S’ 0 a]+w“( )) ) o

A equagdo de movimento do fantasma é dada pela aplica¢do da derivada funcional a (2.33)

5SS
—52M = 0,( D,‘ﬁbcb), (2.41)
onde
D3> = 6%0, — gf™ A . (2.42)

Aplicando uma derivada funcional a direita §/dw, em (2.40) obtemos

55‘3{/{ b ab ¢(d
<5ca( e (y)> = 5§95 (g — y) . (2.43)

Substituindo (2.41) e (2.42) na expressao acima ficamos com

5ab (5<d) (iE - y) = <au [6abaucb(m) - gfabcAZCb(m)] éb(y)>
= <820“(x)6b(y) = 9fabe(Bu A7) ()2 (y) — g fape Al (O’ (2)) r‘:"(y)>
(2.44)

a qual pode ser reescrita como

PG (x—y) — g f*e / a2 (089 (2~ 2) ) 0D (2= ) () () AL(2)) = 6 6D (3 )
(2.45)
onde definimos o propagador do fantasma como

G (z —y) = (c"(2)"(y)) - (2.46)

O valor esperado no segundo termo de (2.45) é uma fungdo de Green de 3-pontos, a qual
pode ser reexpressa em termos dos propagadores do fantasma, do glion DW(:E —y) e da
fungdo de vértice fantasma-glion, V.2 (x,y, 2):

(c“(2) 2 (y) Al(z)) = — / d%u d% ddeZ,‘f(x — 1) G(z — v) VI (u, v, w) G (w — y) .
(2.47)



Capitulo 2. Propagador do glion 31

Fig. 2.2: Fquacao de Dyson-Schwinger para o propagador fantasma.

Substituindo a expressao acima em (2.45) obtemos a equagao de Dyson-Schwinger para o
propagador fantasma no espaco de coordenadas. No espago de momenta sua interpretagao
é mais imediata:
ab(.\1-1 ab.2 2_acd diq . ce efb d
No lado esquerdo temos a funcdo inversa do propagador fantasma (a auto-energia), en-
quanto do lado direito o primeiro termo é a inversa do propagador fantasma a nivel de
arvore (—6%/k?) e o segundo sao as corregoes advindas das interagoes fantasma-gliion. Sua
representacao pictorica é dada na figura 2.2.
Partindo de

< 55! A (y)> —_ sabs 5@ (z —y) (2.49)
dAL(z) e '

e fazendo consideragoes similares as de cima, chega-se & EDS para o propagador do gliion,

SO,
-1 -1 % § Sl
To@sesy  —  psoooosy R Wg

Cugps®

éggmm@\ SWDE\
+ F(j{jé%j(j(j(‘(j(ﬂ 5+ T >
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, ‘\\
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Fig. 2.3: Equacao de Dyson-Schwinger para o propagador gluénico.
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596,600 (z — y) = ( — 8%6,, — (% - 1)8,@,) (A%(2) A () — gf((D,8 ()" (x) A° (1))
+91*%({(0,A%x)) A (2) + (0, AU x)) A% (z) — 2(9,A%(x)) AS(x)} AL (y))
+ g7 fOFFIR (A () AS(z) AS(z) AL(y) ), (2.50)

representada pictorialmente na figura 2.3. Para maiores detalhes na deducao e representagao
no espago de momenta sugerimos ao leitor o Apéndice C da referéncia [18] e os artigos
originais {92, 93].

A invariancia do gerador funcional frente a transformagoes BRS (ver B.2) leva a dedugao
das identidades de Slavnov-Taylor. Entre elas destaca-se

(0,48(@) 0, AL(y)) = 0,0, Dita —9) = € 5" 6Dz — ) (251)
a qual nos diz (ver B.3) que o propagador do gliion tem a forma geral

D% (k) = & [(% - sz) D(K?*) +¢ kzlf] : (2.52)

da qual tiramos a forma especifica ao calibre de Landau (£ = 0)

kuk,
D (k) = 6 (5,w — %) D(k?) . (2.53)

2.2.1 Comportamento Ultravioleta

O comportamento ultravioleta dos propagadores é bem conhecido [7], pois nesta regido a
teoria de perturbacao é aplicavel. Como j4 conhecemos as equagoes de Dyson-Schwinger da
teoria é facil obter a hierarquia com que os diagramas se ordenam na teoria de perturbagao;
basta resolver as EDS iterativamente, tomando cuidado para manter os graficos com mesmo
numero de loops ou, equivalentemente, poténcias de A.

O propagador fantasma nos serve novamente como exemplo: a figura 2.4 mostra como
é feita esta expansao perturbativa, onde tudo é expresso em termos de propagadores de
glions e de fantasmas a nivel de arvore. No regime ultravioleta cada termo da série (com
o mesmo nimero de loops) ¢ menor que seu antecessor e por isso é possivel truncé-la, mas
conseguindo aproximar-se da solucao exata adicionando-se novos termos sistematicamente.
A cada propagador ou vértice corresponde uma determinada expressao analitica e sdo as
regras de Feynman que fazem esta correspondéncia. Na figura 2.5 sdo apresentadas estas
regras para o caso de Yang-Mills pura no espago de Euclides.

A nivel de arvore o propagador do glion no calibre de Landau é dado por

k. k 1
b b uhv
Db (k) = 6 <5W— = )ﬁ (2.54)
Contribuigoes logaritmicas devem ser adicionadas, mas quanto mais alta a energia do pro-
cesso melhor a expressao acima descreve o propagador, ja& que nesta regiao os partons
comportam-se como particulas livres.
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Fig. 2.4: FEzrpansao da EDS do propagador fantasma em teoria de perturbagao.

2.2.2 Comportamento Infravermelho

E claro que as maiores duvidas sobre o comportamento do propagador do glion encontram-
se na regiao de baixas energias (regido infravermelha), pois é onde os familiares métodos da
teoria de perturbacao perdem a validade. Deve-se entao tentar resolver as EDS sem expansao
na constante de acoplamento. Como as EDS sao extremamente acopladas, algum tipo
de truncamento é imprescindivel e existem variadas justificativas fisicas para os diferentes
tipos de truncamento. E claro que resultados bastante distintos emergem de truncamentos
diferentes.

Um complicador a mais no caso da teoria de Yang-Mills sdo as copias de Gribov [26];
estas sao configuracoes de campos da mesma érbita que sao indevidamente escolhidas pela
condi¢ao de calibre (esta deveria pegar apenas uma configuragao por orbita, c.f. linha tra-
cejada na figura 2.1). Em teoria de perturbacao estas copias sdo suprimidas na expansao da
constante de acoplamento. Em andlises no infravermelho, no entanto, elas deveriam estar
sendo levadas em conta. Os estudos das EDS para obtencao do comportamento infraver-
melho do propagador do glion em geral relevam este problema.

Como ilustracao da ambiguidade de Gribov investigaremos a condi¢ao de calibre de
Coulomb

8A%(x) =0 . (2.55)

Escolhamos como configuragdo representativa A = 0; uma outra configuracdo Aj(x) na
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Fig. 2.5: Regras de Feynman para Yang-Mills no espaco Euclidiano.
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mesma Orbita de A¢ pode ser obtida da lei de transformagao dos campos de calibre
1
Aj(z) = —=(0:Q(2))Q(z) . (2.56)
g

Se aplicarmos o divergente nos dois lados da equacao acima e supormos que 9;A%(z) = 0,
o calibre de Coulomb sera uma boa condicao se

(0:0:2(x)) =) + (0:2(2)) (0:82(x)) = 0 (2.57)

tiver solu¢io apenas para 0 = 1, ou seja, se A%(x) = A%(z) = 0. E facil ver, por exemplo,
que para SU(2) [4, 26] _
Qz) = 2% (2.58)
T

também ¢ solugdo de (2.57).

Assim, a condicao de calibre esta considerando outras configuracoes além da escolhida
como representativa. A maioria dos calibres padecem do problema de Gribov; o calibre
laplaciano |94] é considerado livre destas copias e tem sido ultimamente utilizado em si-
mulagoes [95]. No calibre de Landau foi mostrado [96] que a contribuigdo das copias de
Gribov nas simulagoes do propagador do glion é pequena, da ordem do erro estatistico. No
entanto, tem bastante importancia para o propagador do fantasma.

Uma alternativa encontrada por Zwanziger é o uso da quantizacdo estocdstica [97-99|
a qual consegue a fixacdo completa de calibre, sem as ambiguidades de Gribov. Baseado
neste formalismo, este autor recentemente sugeriu EDS com um termo adicional que leva
em conta as copias de Gribov [42].

2.2.3 Divergéncia

Até recentemente, estudos de EDS sobre o comportamento infravermelho do propagador do
glion eram unanimes em afirmar que este deveria divergir com 1/k*. Um grande estimulo
para que este comportamento fosse em geral aceito foram os sucessos fenomenologicos na
descrigao do confinamento de quarks através destes glions confinantes (escravidao infraver-
melha [9]). Também o trabalho de West [100] mostrava a existéncia de uma lei de 4rea para
a volta de Wilson como consequéncia de um propagador singular (1/k*) para k? — 0.

A maioria destes trabalhos foram feitos no calibre axial [101-105] o qual, por nao ser
covariante, dispensa a introducao de campos fantasmas, facilitando os calculos. No entanto,
parte da estrutura tensorial do propagador do gltion nao era levada em conta, argumentando-
se que sua contribui¢ao era muito pequena; nao por coincidéncia esta ¢ a parte do propagador
do glion que corresponderia a presenca de fantasmas na dindmica deste calibre.

No calibre de Landau, onde existem, a importancia destes campos continuou sendo ex-
plicitamente desprezada na maioria dos calculos, pois estes usavam a chamada aproximacgao
de Mandelstam [106]. Nesta aproximagao a EDS do glion fica tao simples quanto na figura
2.6. Neste calibre, com esta aproximagao (sem fantasmas), o propagador do glion também
divergia com 1/k* [106-108].
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Fig. 2.6: Equacao de Dyson-Schwinger para o propagador do glion na aprorimacdao de
Mandelstam.
2.2.4 Finitude e Anulamento

Cornwall [109], em 1982, introduz uma dependéncia ndo singular para o propagador do
glion no infravermelho

2 4 AM2(g2 -1
DCornwall(QQ) = [(qz + MQ(Q2)) In qA—Q(Q)] ) (2-59)
onde
In q2+4M2 —6/11
M(¢*) =M {W} : (2.60)
n =5

utilizando na EDS do propagador do glion o método conhecido como pinch technique [109,
110], na qual tenta-se extrair o méaximo de informagao invariante de calibre das funcoes de
Green (esta técnica parece ser equivalente ao método de campo de fundo* [111,112]). Nota-se
que para ¢*> — 0, (2.59) tende a um valor finito; para valores tipicos dos parametros desta
expressao, o propagador do glion decresce monotonicamente com momentum crescente.

Em seu artigo sobre as coOpias indesejadas que apareciam em teorias de Yang-Mills,
Gribov [26] também propds uma forma para o propagador do glion

q2

= — 2.61
q4+m4’ ( )

Dribov (QQ)

esta forma leva claramente a um propagador que se anula em momentum nulo e que nao
possui polos reais. Stingl [113], baseado na EDS do glion, generaliza esta forma, propondo

2
Dsingi(¢°) = m; (2.62)
e interpreta a e b em termos de condensados de glions.

Recentemente, Alkofer e colaboradores [18,114-116] reintroduziram o diagrama de fan-
tasmas na analise da EDS, obtendo um sistema de equagoes acopladas entre o propagador
do glion e o do fantasma; como um de seus resultados, no infravermelho estes propagadores
estao vinculados por um ezxpoente critico

D(¢%) o (¢°)* " ,G(¢*) < (¢*)™7*, ¢ —0 (2.63)

4 Background field method
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ou seja, o propagador do glion deve se anular para k > 1/2 e o fantasma deve divergir. O
valor especifico de k é de maxima importancia, pois esclarece a verificacao do critério de
Kugo-Ojima para o confinamento de cor (ver abaixo). Em [116] encontrou-se o valor

k= (93 — v/1201)/98 = 0.595 . (2.64)

De acordo com estes autores, a constante de acoplamento corredica deveria se comportar
como

a(¢®) = a(u?)[¢*D(¢* 1)]lg"G* (k*; 1°)] (2.65)
o que, de acordo com (2.63), causaria um congelamento® da constante de acoplamento no
infravermelho (ver figura 2.7).

Zwanziger em [42] usa quantizacdo estocéstica para extrair EDS com o termo extra, o
qual da conta das copias de Gribov; desprezando este termo extra, com vistas a comparagoes
com os céalculos correntes na literatura, Zwanziger obtém valores de x para dimensoes 1 +
1,24+ 1e3+ 1. Em 3+ 1 obtém o mesmo valor (2.64) e uma raiz extra k = 1. Em 2+ 1
dimensoes obtém novamente duas solugoes

Kk~ 0.648 e Kk=3/4=0.75. (2.66)

Anteriormente, este autor ja havia feito importante contribuicao a area ao apresentar
um quase-teorema® afirmando o anulamento para momentum nulo do propagador do glion
na rede no limite em que o volume € infinito [117|.

4

! 16° , 161 16 ‘ ‘
q (GeV")

1 1 1 1
0 = 4 -3 -2 -1

10

Fig. 2.7: Congelamento da constante de acoplamento [118].

5 Freezing.
6 Uma das hipéteses ainda ndo foi confirmada.
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2.3 Confinamento: Kugo-Ojima e Zwanziger-Gribov

A previsao do confinamento de cor certamente é o mais importante teste pelo qual a QCD
ainda tem que passar [119]. Muitas abordagens existem para o problema, mas pouco é
realmente entendido sobre o mecanismo que faz com que apenas estados fisicos brancos
existam [120,121].

Uma das abordagens é investigar se o comportamento das fungoes de Green de 2-pontos
da QCD (propagador do quark, glion e fantasma) pode esclarecer a dinamica do confina-
mento. Duas abordagens, equivalentes, aparecem desde este ponto de vista [118]: o critério
de Kugo-Ojima [28,122,123] e o de cenario de Zwanziger-Gribov [26,27,117,124|.

Em [28] Kugo e Ojima apresentam a quantizacdo canonica de teorias ndo-abelianas; a
partir desta abordagem eles encontraram duas condicoes suficientes para a existéncia de um
espectro fisico constituido apenas de particulas brancas: nao deve haver pélo em k? — 0
nas fungoes de correlagao gludnicas (incluindo-se ai o propagador do glion) e, no calibre de
Landau, o propagador fantasma deve ser mais singular que uma particula nao-massiva, ou
seja, deve divergir mais rapido que 1/k? no infravermelho.

No outro cenério, a analise comeca a partir da restricado imposta na integral funcional
para que esta nao considere copias de Gribov. Este autor propos que se considerasse ape-
nas aquelas configuragoes cujo determinante de Fadeev-Popov, no calibre de Landau, fosse
estritamente positivo

0,4, =0 detM; >0 , (2.67)

de maneira que as copias fossem desprezadas. A regiao, convexa, no espaco de configuracoes
na qual (2.67) é respeitada é referida por 2 limitada pelo chamado horizonte de Gribov (092).
No entanto, descobriu-se que mesmo esta zona nao esta livre das copias [125]. A regido livre
de copias é chamada de regido de mddulos fundamentais” A; de fato, ainda existem copias de
Gribov em sua fronteira, OA. Estas diferentes regioes estao esquematizadas na figura 2.8. De
qualquer maneira, Zwanziger argumenta que os modos infravermelhos do campo de calibre
estao proximos ao horizonte de Gribov e que, portanto, sua dindmica deve estar vinculada
a esta regiao a qual, por sua vez, esta ligada ao determinante de Fadeev-Popov, ou seja, ao
propagador fantasma. De acordo com este autor este propagador deveria ser mais singular
que um polo simples e que o propagador do glion deveria se anular no infravermelho.

Como mencionado acima, também se ataca o problema do propagador usando quantiza-
¢ao estocastica, na qual se consegue fixar completamente o calibre e nao existem fantasmas.
Isto pode parecer estranho quando confrontado com o cenario, acima descrito, de confina-
mento vinculado a singularidade do propagador fantasma. As abordagens tornam-se coe-
rentes ao considerarmos que na quantizacao estocastica sao considerados, além dos usuais
transversais, os glions longitudinais (ndo-fisicos) os quais tomam parte do papel dindmico
dos fantasmas.

Em suma, graus de liberdade nao-fisicos como fantasmas ou glions longitudinais (pos-
suem métrica negativa) sao responsdveis pelas correlagoes de longo alcance. Em particular,
no calibre de Landau imagina-se que os fantasmas confinem os quarks.

" Fundamental modular region.
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Fig. 2.8: Espaco de configuragoes transversas I', regiao de Gribov Q) e regiao de mddulos
fundamentais A. Notar que partes das fronteiras 02 e OA siao comuns [126].

2.4 Propagador do glion na rede

Nesta tese estudamos o propagador do glion usando a a¢do de Wilson (1.48), em 2 + 1
dimensdes e em SU(2) (YM3),

SwlUu()]=8) > [1- %TT(PW(JE) +Pl(2))] (2.68)
com 4
b= (2.69)

Como no capitulo 1, parametrizamos os elementos de SU(2) na forma
U=Ul +iU-7. (2.70)

Definimos o campo de calibre adimensional na rede como

Au(z) = % (U,() - Ul()] = iUu(z) G ; (2.71)

o campo correspondente com dimensoes fisicas é dado por

~

Au(@) = A(@)/va . (2.72)

Como usual, multiplicamos a equagdo (2.71) por uma matriz geradora de su(2), tomamos

o trago, usamos
T a b
M =% (2.73)

e obtemos as componentes do campo de calibre na rede:
- 1 ~
Al(@) = T [Au (x)ab} = Ul(z) . (2.74)
Expandindo a expressdo (1.38) do capitulo anterior em poténcias de a temos

Uy(z) = e @ =1 —qA,(z) + O(d?) ; (2.75)
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substituindo a expressdo acima em (2.71) obtemos
Au(z) = —ad,(z)+0(d%),
ST (@)0") = SIT(A,(0)0") + O()
Ao(z) = ‘;—gAg(x) +0(d%) (2.76)
onde usamos (ver (A.42))
Ab(z) = gTr [A,(2)0"] . (2.77)

A expressdo (2.76) nos leva a uma conexao com o continuo na forma
a'A () " gAg(x) . (2.78)
Introduzimos agora o propagador do glion na rede:
Dy, (x —y) = (AL (2) AS(y) ) ; (2.79)

para sua forma dimensional temos D%¢ (z —y) = D”C ° (x—y)/a. Como demonstrado na se¢ao
B.4, a partir da definicao acima temos o propagador do glion no espaco de momentum dado
por

(Wi
—~
(e
N—r
Il

v D [Z Azm] ), (280)

ZAb sin (27k - x) ), (2.81)

~ 1
D(k) = —— E ( E Ab ) cos (27k - x)
6N "

onde p = 1,2,3 e k tem componentes (kz, ky, kt); estes podem assumir valores k, NN,
0,1,...,N, —1. O propagador ¢ estudado como fun¢ao do momentum da rede dado por

3
2 X:Sin2 (rky) , (2.82)
p=1

o qual se aproxima do equivalente momentum no continuo com mais rapidez.
De acordo com (2.78), a conexao entre o propagador do glion na rede e no continuo se
da como

a ‘D ( )“*0941)“”( ), (2.83)

que no espaco de momentum fica®

aD(k) = %D(k) . (2.84)
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2.4.1 Fixacgao de calibre na rede

Diferentemente do continuo, nao ha necessidade na rede de introduzir-se campos fantasmas
na acao para que o calibre seja fixado e quantidade variantes de calibre calculadas.

Na rede o procedimento se divide em duas etapas: primeiro, gera-se uma configuragao de
elos U,(x) apenas considerando-se a medida de integracdo e o peso de Feynman; segundo,
para cada uma destas configuragoes deve-se proceder a transformacoes de calibre que levem
U,(z) a uma configuragio U, (z) que respeite a condigdo de calibre f(U) = 0 escolhida. E se-
guir o procedimento de Faddeev-Popov de tras-pra-frente, sendo completamente equivalente
a ele’.

No caso do calibre de Landau em YM3 as configuragdes de elos que correspondam a um
minimo local do funcional

1

il =1- 55 2% o [90) U)ot + ) (2.85)

produzem uma divergéncia discretizada nula (ver B.5):

3
A\ b . .
(v-A) (@)=Y [AZ(z) —Ag(x—ﬂ)} — 0 Voz b (2.86)
pn=1
O valor desta quantidade serd o critério utilizado para a interrupcao do algoritmo de busca
do minimo de (2.85). Outra quantidade que analizaremos sao as cargas @

DI MCACAR A NCARE 2.87)

onde X
Qulz) =Y > Ala) n=123; (2:88)
vER Ty
Yo deve ser zero para uma configuracao fixada.

2.5 QCD com duas cores, sem quarks e em 2-+1
dimensoes

Nesta tese abordamos o problema da interacao forte fazendo trés grandes aproximagoes:
i) usamos o grupo de cor SU(2) (ao invés de SU(3)), i) desconsideramos os quarks e ii)
trabalhamos em 2+ 1 dimensoes. A motivacgao principal para elas é economia computacional
simplesmente. Matrizes SU(3) envolvem 8 parametros reais livres (as 8 matrizes de Gell-
Mann) enquanto SU(2) envolve apenas 3 (as 3 matrizes de Pauli)!?; a inclusdo de quarks

9 Notamos que se pode produzir um banco de elos sem fixacao de calibre e usi-los em varias ocasides
diferentes usando o calibre que se queira.

10 Pode-se parametrizar as matrizes SU(3) usando 9 niimeros complexos, ou seja, 18 ntimeros reais, os
quais ndo sdo independentes entre si, pois estdo vinculados através de propriedades do grupo. Computa-
cionalmente o que importa é que para SU(3) precisamos destes 18 nimeros reais e em SU(2) apenas de
4.
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Fig. 2.9: Aprozimacdo por apagamento [129)].

dinamicos envolve a inversao de matrizes gigantescas, processo 100 vezes mais custoso que a
geracdo de elos; o caso realistico de uma simula¢io em 3+ 1 dimensdes em uma rede L* seria
L vezes mais pesada que a rede equivalente em 2+ 1. Mesmo assim, vamos argumentar que
os resultados destas simulacoes podem ser muito tteis no entendimento do caso realistico.

A restrigdo menos séria do ponto de vista fisico é a troca de SU(3) por SU(2); ambos
0s grupos sao nao-abelianos e, portanto, envolvem o auto-acoplamento entre os bésons de
calibre. E este auto-acoplamento entre os bosons o responséavel pela liberdade assintética e,
espera-se, pelo confinamento da carga de cor. Fisicamente, havendo apenas duas cores, os
singletos possiveis sdo apenas mésons, ou seja, pares quark-antiquark (nfo existem barions
em SU(2)). Esta é uma das razoes pelas quais se faz simulagoes para QCD em duas cores
para densidade finita (u # 0) [127,128]. Usualmente este tipo de simula¢ao sofre do problema
do sinal: o expoente do peso de Gibbs é complexo para SU(3) e os métodos tradicionais
de Monte Carlo ndo podem ser usados. Em SU(2) a agdo ndo é complexa mesmo para
1 # 0 e simulagoes Monte Carlo podem ser feitas normalmente. O fato da anticor equivaler
a anticarga barionica significa que todas as particulas do sistema possuem carga barionica
nula e, no fundo, o que se esté fazendo é simulacao para puyz = 0,7 # 0. Outra importancia
do dominio de técnicas de simulagdo do grupo SU(2) esta no ambito das interagdes fracas,
onde a quebra espontanea da simetria deste grupo é estudada.

A auséncia de quarks das simulacoes é a primeira vista preocupante, mas como nosso
interesse esta no regime infravermelho as interagoes dominantes serao entre os glions. Uma
das grandes motivagoes para se fazer simulagoes apenas com campos de calibre sdo os
sucessos da aprorimacdao por apagamento'l.

Suponhamos que estamos interessados em calcular a massa do pion através do estudo
da func¢ao de correlagao de dois pontos a ele associada

Cr(x) = —(uysd(z) dysu(0)); (2-89)

W Quenched approzimation.



Capitulo 2. Propagador do glion 43

do decaimento exponencial desta quantidade podemos extrair sua massa [130]. A funcao
geradora da QCD total pode ter os férmions integrados analiticamente (j4 que sempre
aparecem em formas bilineares)

Zoen = / (U] exp(—Sw) [] det(Bas +mi™), (2.90)

levando a

Cole) = Zghy / 14U exp(—Suw) [ det (Pl + i)

q

1 1
o) o (——) | 2.91
° (mat + mdal>$’0 ° (mat + m‘éd)o,w] ( )

Para encontrar o determinante aparecendo em (2.91) precisamos inverter uma matriz gi-
gantesca envolvendo campos de calibre (estes estdo no termo JP de derivada covariante
discretizada). Como mencionado, isto é extremamente pesado computacionalmente.

Note que em (2.91) distinguimos entre massas de quarks dinamicos e de valéncia; a priori
nao deveria haver razao para esta distingao, pois no Lagrangiano da QCD aparece apenas
um tipo de massa. No entanto, com esta diferenciacdo e fazendo md™ bastante massivos, a
simulacao fica mais réapida: é a chamada aproximacao por apagamento parcial. Se fizermos
m™ — 0o 0 determinante fica constante e pode ser dispensado do valor esperado de Cy(z).
Esta é a mencionada aproximagao por apagamento e equivale a ignorar as voltas de quarks
(figura 2.9).

Apesar de parecer uma aproximacao bastante radical os resultados para o espectro de
massas produzido na ¢qQC D' tem uma discrepancia de apenas 10 — 20% [131] em relagao
aos valores experimentais. Este ¢ um grande indicativo do papel dominante dos glions no
regime infravermelho.

A terceira aproximacao é, de fato, a mais drastica, pois sabemos que duas teorias quan-
ticas de campos com mesmo Lagrangiano diferem bastante de uma dimensionalidade para
outra (¢* em 6 dimensdes, por exemplo, possui liberdade assintotica [7,132]). Nosso ar-
gumento no entanto se baseia na conjectura [26,133] de que, essencialmente, a dindmica
especial da QCD provém das severas restri¢des ao espaco de configuracoes {A,(z)} im-
posta pela invariancia de calibre de grupos nao-abelianos (e.g., se a,(x) e b,(x) pertencem a
mesma Orbita apenas uma destas configuracoes deve ser considerada na integral funcional).
A motivagao para esta conjectura nao muda para 2 + 1 dimensoes.

A teoria Yang-Mills pura SU(2) em 2+ 1 dimensdes que consideramos nesta tese (YM3)
possui uma constante de acoplamento ¢? com dimensdo de massa, sendo portanto super-
renormalizivel. Sua interacao Coulombiana é confinante ja a nivel classico

x'Tr

—

ez

2 bl

Ve(@) o 92/d2q p
o« g¢*log(|7]). (2.92)

12 Quenched QCD.
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A paridade e 0 momentum angular ndo comutam em YM3 (a rotagio em 2D é abeliana).
Essas diferencas em relagiao a YM3 sao compensadas pelas semelhangas entre as duas teorias.

Ambas possuem liberdade assintdtica. No caso de YM?2 ¢? tem dimensdo de massa e
para a expansao perturbativa numa escala p de energia podemos compor um parametro
adimensional dado por

g =g*/p"="0; (2.93)

em YM? conhecemos bem o comportamento do parametro de expansao (expressao (1.70))

1 1—00

g2 () o "I/ = 0. (2.94)

As duas expressoes acima também sugerem que as duas teorias possuem escraviddo infra-
vermelha, ou seja, a constante de acoplamento aumenta com a diminuicao de u e boa parte
da Fisica interessante se encontra no regime nao-perturbativo. Nesta regiao, simulagoes
na rede euclidiana indicam que ambas as teorias possuem potencial confinante V(r)  or,
onde o é a tensdo da corda. O espectro de massas dos estados ligados de glions (glueballs)
também sdo semelhantes nas duas teorias [74].

Tendo em mente estas justificativas para as aproximacoes feitas, consideramos o estudo
de YMZ uma alternativa econdmica e frutifera em relagao ao ataque direto a pesada QCD
total.

2.6 Estagio das simulacoes do propagador do glion na
rede

Revisamos nesta se¢do os resultados mais recentes para o propagador do glion na rede.
Esta quantidade é primordialmente simulada no calibre de Landau [134-136]: covariante,
bastante explorado analiticamente e cujas configuragoes geradas sao suaves. Outro calibre
que vem despertando interesse é o de Coulomb [137-139], j4 que a componente Dy, (Z,t = 0)
do propagador do gliion tem uma interpretagao direta em termos de potencial de interagao.
Ambos os calibres sofrem do problema das cépias de Gribov apesar de que no de Landau
j& foi mostrado que sua influéncia numérica é pequena. Recentemente tem-se explorado o
calibre Laplaciano nas simulagoes [94, 140, 141], j4 que supostamente fixa univocamente o
calibre.

2.6.1 Calibre de Landau

As primeiras simulagoes do propagador do glion foram realizadas por Mandula e Olgivie
[134,135] para YM3 utilizando o calibre de Landau, sendo este implementado na forma de
minimizac¢do de um funcional, ap6s a geracao dos elos livres da condigdo de calibre [142].
O calibre de Landau é bastante explorado analiticamente e as configuracdes de elos com
ele sdo suaves, ou seja, possuem flutuagoes similares a de quantidades invariantes de calibre
(e.g., a plaqueta). Estes autores ajustaram seus dados para uma fungao de Schwinger para
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o propagador livre'3

C(t) o« cosh(M|t—T/2]), (2.95)
sinh(aM/2) = am/2, (2.96)

onde T & largura temporal da rede e m é a massa efetiva do ghion'* a qual governa o

decaimento de C(t). Seus resultados indicam uma massa efetiva crescente com a separa¢ao
t, algo possivel apenas para uma funcdo espectral nao-positiva definida (do contrario a
massa deveria cair monotonicamente). Introduzem em trabalho posterior [144] a técnica de
sobre-relaxa¢ao como modo eficiente de fixar o calibre .

Seguem-se investigacoes sobre o papel das copias de Gribov na formulagao na rede eucli-
diana [145-147] e conclue-se que de fato o funcional y[g] possui varios minimos, manifes-
tacao da ambiguidade de Gribov na rede. De fato, a escolha do minimo depende bastante
do algoritmo utilizado na minimizacao [148]; a alternativa de se encontrar um minimo ab-
soluto para &y[g] constitui um problema de complexidade nao-polinomial'®. Posterga-se a
avaliacao da importancia numérica destas copias nas simulacoes.

Como salientado acima, havia uma predominéncia em achar que o propagador do glion
deveria ser divergente em momentum nulo para que houvesse confinamento. Marenzoni
e colaboradores fazem simulagoes de alta estatistica no calibre de Landau e obtém um

comportamento do tipo
A

~ M2+ 0
onde v = 0.2 — 0.3 seria uma dimensao andmala; este propagador ndo divergiria para
¢*> = 0. Os autores argumentam que M? # 0 pode ser um artificio proveniente do volume
finito da rede, sendo a expressao (2.97) ainda compativel com um propagador divergente no
infravermelho. Em trabalho posterior [149], Marenzoni descarta a possibilidade de M? se
anular com aumento do volume, implicando em um propagador do glion finito para ¢ = 0.

Bernard, Parrinello e Soni introduzem o estudo do propagador do glion no espaco de
momentum, mostrando que as configuragoes geradas neste espago sao bem menos corre-
lacionadas que no espago real. Obtém o mesmo resultado de Mandula e Olgivie quanto
ao crescimento da massa efetiva do glion. Além disso, ajustam seus dados bastante satis-
fatoriamente a férmula de Gribov (2.61). Um problema com esta formula é que ¢* D(g?)
tenderia a um valor constante para g2 — 0o, enquanto que o comportamento observado nas
simulacoes é o de decaimento potencial, ¢ 27, com v ~ 0.35, compativel com o resultado de
Marenzoni et al.. Assim, a formula de Gribov deveria ser considerada apenas para a regiao
infravermelha.

O estudo do propagador do fantasma se mostra cada vez mais necessario a medida que
os resultados provenientes de EDS sugerem um propagador do glion nao divergente. De
acordo com o critério de Kugo-Ojima e o cenério de Zwanziger-Gribov um propagador do
fantasma singular teria papel fundamental no mecanismo de confinamento. Comegam entao
a aparecer simulagoes deste propagador [96,150].

DMarenzoni (q2) (2 97)

13 Cf. segao 2.2.1 da referéncia [22].

14 Esta quantidade ja havia sido investigada por Bernard em 1982 [143], mas utilizando quantidades
invariantes de calibre em SU(2).

15 Como no caso do problema do caizeiro-viajante (traveling salesman problem) e estado fundamental em
vidros de spin
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Na argumentacao de Zwanziger as copias de Gribov deveriam ter papel fundamental
na determinacao do propagador do fantasma sendo portanto imprescindivel a anélise do
impacto numérico destas copias. Cucchieri mostra em 1997 [96] que a influéncia destas
copias é da ordem do erro estatistico do propagador do glion (ruido de Gribov) e, portanto,
pode ser desprezado; em contrapartida, sua importancia é relativamente grande para o
propagador do fantasma e deve ser levado em conta nas simulagdes.

O mesmo autor continua a linha de investiga¢gdo no cenario de Zwanziger-Gribov e estuda
os valores do propagador do glion em momentum nulo para volumes crescentes em YM3
[151]; de acordo com o cenério esta quantidade deve ir a zero, o que é sugerido pelas
simulagoes, mas estas sdo realizadas em redes pequenas (30%, 16%,20% e 24%) e no regime de
acoplamento muito forte (8 = 0,0.8,1.2 e 1.6). Para ter acesso a redes maiores Cucchieri
investiga a teoria YM32 [32] e obtém, novamente, decrescimento de D(0) com o crescimento
do volume. Mais que isto, pela primeira vez uma investigagao numeérica encontra decaimento
de D(q¢?) na dire¢io infravermelha a partir de pge, ~ 350 MeV. O maior volume investigado
em [32] foi 643 (8 = 4.2,5.0,6.0), proporcionando dados até p ~ 120 MeV para o primeiro
momentum ndo-nulo (5 = 4.2). Apesar de ser evidente este decrescimento do propagador a
partir de pge., redes maiores eram necessarias para elevar o pequeno nimeros de dados com
momentum menor que pg.. € ter acesso quantitativo ao comportamento infravermelho do
propagador do glion possibilitando a comparacao com predi¢oes analiticas. Esta, de fato,
é a motivacao da presente tese.

Paralelamente a estes desenvolvimentos, o grupo australiano investiga redes grandes (até
323 x 64 em 3 = 6.2) em YM? [41] e ajustam seus dados as formas de Cornwall (2.59), Gribov
(2.61), Stingl (2.62), Marenzoni (2.97), entre outras. Dentre estas formas mais conhecidas
a que possui melhor ajuste chi-quadrado é a de Cornwall (x?/n.g.l. ~ 50), sendo que as de
Gribov e Stingl saem-se muito mal (x?/n.g.l. ~ 800). Os autores alertam, no entanto, que
estas ultimas formas foram construidas para funcionar no infravermelho, onde conseguiram
numero insuficiente de pontos.

Em 2001, este grupo apresenta novos resultados para o propagador do glion [33,152]
desta vez usando uma acao melhorada do tipo Liischer-Weisz com inclusao da correcao
de diagramas tipo girino'® [153] para acessar o comportamento fisico com espagamentos
de rede maiores. Suas simulacdes alcancam redes 322 x 64 com B = 6.0 equivalendo a
um espacamento a = 0.10 fm e volume fisico de 3.18% x 6.34 fm*. Ajustando seus dados
para momentum nulo como fungao linear de 1/V encontram D(0) — 7.95(13) GeV 2 para
volume infinito; isto convalida o propagador do glion finito em ¢?> = 0. Os autores, no
entanto, ainda nao descartam a possibilidade de que D(q¢?) v4 a zero vagarosamente no
volume infinito, de acordo com o cenario de Zwanziger-Gribov.

2.6.2 Calibre de Coulomb

Um cenario simples de confinamento aparece no calibre de Coulomb onde a componente
4 — 4 do propagador gluonico pode ser decomposta na forma

D (Z,1) = Veour(|7])0(t) + P(Z, 1) ; (2.98)

16 Tadpole improvement.
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Zwanziger conjectura [154] que, para grande R, Vi (R) ~ 0cou R; este comportamento a
grandes distancias seria suficiente para o confinamento da carga de cor. Similarmente ao
calibre de Landau o confinamento dos glions é revelado pelo anulamento das componentes
transversais D“(E) do propagador do glion em momentum nulo. Mostra também que, como
o termo de polarizagdo P(Z,t) blinda a carga de cor, o potencial Viy-(R) entre um par quark-
antiquark (cf. expressdo (1.58)) serd menor que a contribui¢do do potencial coulombiano,
Viv(R) € —=CV_pu(R), onde C = (N? — 1)/2N (na representagao fundamental de SU(N)).
Em [155] Zwanziger generaliza o resultado para uma representacdo D qualquer dos quarks
em SU(N) e obtém

VD(R) < _CD ‘/;oul(R) ) (299)

onde Cp é o Casimir da representacao. A expressao acima implica que ndo existe confina-
mento se o potencial no calibre de Coulomb nao for confinante.

Estes comportamentos para Vo (R) e D (k) sao avalizados por simulages realizadas no
calibre de Coulomb em SU(2) [137,139]. Um ajuste a forma de Gribov (2.61) de qualidade
excelente para os dados de D™ (k) é obtido em [138)].

2.6.3 Calibre Laplaciano

Em 1992 Vink e Wiese propoem uma forma de fixacao de calibre que eliminaria a ambi-
guidade de Gribov por completo, o calibre Laplaciano [94,156], covariante como o calibre
de Landau. De fato, apenas um conjunto excepcional de configuracoes apresentaria copias,
mas a probabilidade disto acontecer em uma simulacao é virtualmente nula.

Comparando os resultados do propagador do glion em SU(2) e SU(3) com as formas
analiticas mais conhecidas Alexandrou et al. [141,157] encontram melhor ajuste para a forma
de Cornwall; em SU(3) encontram diferencas consideraveis em relagdo aos resultados no
calibre de Landau (16 x 32, 8 = 6). Um resultado interessante é a aparente insensibilidade
de D(0) no calibre Laplaciano frente ao aumento de volume, em contraste direto com a
previsao tedrica de Zwanziger.

Mandula mostra [158| usando teoria de perturbacdo na rede que as configuragoes geradas
no calibre de Landau e Laplaciano diferem em O(g?), ou seja, quanto menor 3, maiores serio
as diferencas nos resultados destes dois calibres; na regiao de escalamento (3 grande) os dois
calibres apresentariam, portanto, resultados similares. Isto reforca o resultado de Cucchieri
de que o ruido Gribov é pequeno para o propagador do glion.

Em [159] sdo mostrados resultados para o propagador do gliion no calibre Laplaciano os
quais apresentam grande sensibilidade aos artificios da rede (espagamento e volume finitos),
em comparagao ao que acontece no calibre de Landau. Estes resultados refutam a insensi-
bilidade de D(0) em relagdo ao volume encontrada por Alexandrou et al. em [141,157|.

2.6.4 Fixacao de calibre na quantizacao estocastica

A quantizacao estocéstica [97] se baseia no fato de que a distribuigdo de probabilidade
euclidiana Py(A) = N exp [—S,,,,[A]] é solugao de equilibrio da equacdo de Fokker-Planck

oP P oP 68
= - YM_ P 2.1
or / d x(SAz(x) <5AZ($) i A (x) ) ’ (2:100)
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onde 7 é uma dimensao extra que mede o nimero de varreduras. A equagdo acima é
microscopicamente equivalente a equacao de Langevin

aAZ (55 Y M

or 5Au + 1 (2.101)
n% ¢ o ruido branco Gaussiano definido por (n%(z, 7)) =0 ¢ (n(z, )l (y, 7)) = 26D (z —
Y)0,,0°6(7 — 7'). Nesta forma, quantidades invariantes de calibre podem ser calculadas
quando a distribuicao P relaxa para a de equilibrio; no entanto, funcées variantes de ca-
libre (como as fungoes de Green de n-pontos) nio estdo bem definidas e o programa de
renormalizacao nao pode ser diretamente aplicado.

Zwanziger propoe [98,160] a introduc¢do de um termo fixador de calibre para que quan-
tidades dependentes de calibres pudessem ser calculadas neste formalismo:

0A° (55
L — Dac ¢ 2.102
o7 A . T DLV (2.102)
ab ac abc Ab

D® = (9,8 + frteAb ) (2.103)
vt = E1ozAS(z,T); (2.104)

& & o parametro de calibre tradicional. A adigao desse termo nao altera os valores esperados
de quantidades invariantes de calibre, mas introduz uma “for¢a” restauradora tangente as
orbitas. O problema de Gribov é assim desviado e nao precisamos nos preocupar mais com
as copias. A equagdo de Langevin modificada (2.102) é equivalente a uma (modificada)
equacao de Fokker-Planck:

P [, 8 5P .
5 = /d e <5Az(x) KMP> , (2.105)

onde a “forca de arraste” K, é dada por

0S5,

KZ(m)E_éAa( )

+ Djfve. (2.106)

Sendo uma equacao de Langevin para campos de calibre a qual evita as ambiguidades
de Gribov, a expressdo (2.102) é uma candidata natural a simula¢bes em computadores.
Mizutani e Nakamura [161,162| propde uma versao discretizada desta equagao:

Uz, 7+ A7) = wi(z,7) exp(ifyt*)Uy(w, T)w(z + i, 7) , (2.107)
. 4S,
fe o= ~5as(s 5z (0T T+ niVAT, (2.108)

onde os w’s sao matrizes de rotagao

w = exp(iBA*AT/E); (2.109)

=) " 2m[Tx[t* (Uu(z) — Up(z — @))]] (2.110)
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é uma versao discretizada de 0, Aj, (t* sdo os geradores da dlgebra su(3)).

Usando esta prescricao os autores fizeram simulagoes em redes tao grandes quanto 483 x
64 a § = 6.8 para SU(3) e £ = 0.1. Obtém novamente o resultado original de Mandula de
que a funcao espectral do propagador no glion nao é positiva definida e sua massa efetiva
cresce com a separacao entre fatias de tempo. Ademais, seus resultados indicam que o
propagador nao possui polo simples, mas sim pares complexo-conjugados de singularidades
no plano ¢? indicando excitacoes gludnicas de curta duracio.



Capitulo 3
Simulacoes

“The purpose of computing is insight, not numbers.”
R. W. Hamming, 1962.

“Lattice QCD 1is entering the high-precision age.”
G. P. Lepage, 2002.

3.1 Introducao

E bastante comum que os problemas atacados pelos fisicos tenham um némero de graus
de liberdade extremamente alto; nestes casos, uma abordagem estatistica ¢ quase indis-
pensavel, ja que a capacidade computacional necessaria para métodos deterministicos ainda
esté longe de ser alcancada. O procedimento estatistico mais utilizado é o método de Monte
Carlo, bastante comum em estudos de estado sélido e fisica estatistica, onde o niimero de
particulas é da ordem de 10%.

Tradicionalmente uma area de resultados analiticos, a teoria quantica de campos, com
seus infinitos graus de liberdade, também pode ser investigada numericamente quando tra-
duzida para o formalismo da rede euclidiana. Como j& vimos no capitulo 1, a discretizagao
do espago-tempo torna o nimero de graus de liberdade finito, adequado para uso em com-
putadores.

Neste capitulo, apresentamos o método de Monte Carlo e algumas de suas particula-
ridades [22,39]. Em seguida, detalhamos dois métodos bem conhecidos de atualizagio de
configuracoes, o algoritmo de Metrépolis e de Banho-Térmico, este ultimo também em sua
versao sobre-relaxada. Para uso na fixacao de calibre precisaremos de algoritmos de mini-
mizacao discutidos na secao 3.4. Por tdltimo, explicamos como foi feita a paralelizacao dos
algoritmos com vistas ao seu uso em uma pilha de pc’s.
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3.2 Método de Monte Carlo

3.2.1 Integrais multidimensionais
Na Fisica frequentemente quer-se calcular numericamente valores esperados de observaveis;

a expressao basica é
3 AlgleAHI]
[¢]

E e—BH[$]
[¢]
onde A é o observavel, H pode se referir tanto a um Hamiltoniano quanto a uma Acao, ¢
sao os graus de liberdade dos quais H é funcao, e § é o inverso da temperatura ou uma
constante de acoplamento. Em sistemas complexos nao ¢ uma tarefa trivial avaliar (A)
exatamente ja que isto é a soma sobre todos os possiveis valores que os graus de liberdade
do sistema podem assumir.
Por exemplo, no modelo de Ising, a magnetizacao é explicitamente dada por

Z Z Z M(81,82,..,’SN)e*ﬁH(ShSQ,...,sN)

s1==%1 s9==41 sy==%1

(4) = (3.1)

(M) =

Z @*ﬁH(sl,Sm...,sN) ’ (32)

s1==+1 so=+1 sy==1

onde s; corresponde ao spin no sitio 7 (N sitios); 2V termos existem se abrirmos as somas
acima o que para uma pequena rede de 10 x 10 perfaz ~ 10%° termos! Se levarmos 1 ns
para executar uma tnica operacao de ponto flutuante como a adi¢do, o que corresponde a
um computador de 1 Gigaflop (~ um Pentium IV de 2.4 GHz), o célculo estara pronto em
10%'s; para comparacdo, a idade do universo é de ~ 10'7s.

E claro que é imprescindivel alguma aproximacio aqui e o método de Monte Carlo é a
técnica mais utilizada. Ela se baseia no fato de que qualquer integral pode ser estimada a
partir de seu integrando avaliado em pontos sorteados dentro do intervalo de integracao:

J! fa)do = Jim 5 52 (o0
. f(@)dr = lim °% ;lf(x),

N—o0

(3.3)

z* aleatoriamente escolhida no intervalo [a, b].

Um modo mais eficiente de obter esta integral é notar que alguns pontos contribuem mais
que outros e, portanto, deveriam ser privilegiados nos sorteios. Nesta simples observacao se
baseia a amostragem por relevincia: fazemos o sorteio baseado em um peso aparecendo na
integral

 2® escolhida de acordo com p(z) no intervalo [a, b].
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600
500 - ° ¢ .
400 - 1
300 - 1

200 - 7

Numero de sorteios

100 r .

Fig. 3.1: Distribui¢ao p(m).

Porém, qual o significado de “escolhida de acordo com p(x)”? Vejamos um exemplo bem
simples.
Suponhamos que se queira calcular a seguinte soma

S=Y" f(m)p(m) (3.5)

m=1
om S + 6
p(m) = 4——""— (3.6)
E (5713 + 5n5)
n=1
e f(m) qualquer; temos trivialmente que
5 10+10 .
¢ 1
pB3) =p() =35 - (3.8)

Para usar o método Monte Carlo neste simples problema precisamos de uma amostra de
niimeros inteiros distribuidos de acordo com p(m), ou seja, se graficarmos o histograma' da
amostra de, digamos, 1.000 sorteios, ele deveria dar um resultado similar aquele mostrado
na figura 3.1. Neste caso simples, a geracao da amostra é trivial: gera-se no programa
um numero aleatorio z no intervalo [0,1) (em geral isto é feito com algo como z=rand()).
Arbitra-se que se z estiver em [0,0.5) o ntimero inteiro sorteado é 3, do contrario o ntimero

! Histograma de uma amostra de nimeros é a contagem de quantos destes nimeros pertencem a um
intervalo especificado.
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Fig. 3.2: Distribuicao exponencial.

sorteado é 5; assim, existem 50 % de chances de cada um ser escolhido. Fazendo isso mil
vezes obtém-se uma amostra do tipo

S1000) — £ @ ;@m0 = £33 5 51 (3.9)

cujo histograma é o que queriamos obter.

Para uma variavel continua o procedimento é bastante similar. Para gerar uma amos-
tra com uma distribui¢do arbitraria p(x) duas técnicas sdo muito usadas: os métodos da
transformacao inversa e o do aceita-rejeita.

Como um exemplo da geracdo de uma amostra através do método da transformacgao
inversa consideraremos a distribuicio exponencial?:

—T
p(z) = le =& . (3.10)
[, erde e—1

Seja u uma variavel estocastica com distribuigao uniforme em (0, 1] 3; com ela podemos
gerar uma nova variavel z através da transformagao

z = —log(u) . (3.11)

O procedimento é formado por dois passos: gera-se u e calcula-se z a partir de sua defini¢ao
(3.11). Graficando o nimero sorteado pela sequéncia em que foi sorteado obtém-se algo como
o mostrado na figura 3.2.a; mesmo visualmente ji é possivel notar uma maior concentragao
de pontos para valores menores de x. O histograma destes sorteios é mostrado na figura
3.2.b a qual tem claramente um comportamento de decaimento exponencial. Assim, foi

2 A qual é um caso especial da distribui¢do Gama, py(z) = ¥~ \Fe=2 /T(k) [163].
3 Note que excluimos o zero do sorteio, visto que aplicaremos o logaritmo sobre o resultado. O intervalo
de sorteio depende do algoritmo do gerador de nimeros aleatérios.
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5 . . . o~ .
gerada uma amostra S, = {z(1,2® . 2@ 219} com uma distribui¢iio exponencial.
Portanto, uma boa aproximagao para uma integral com peso exponencial seria

1 108
| r@pas ~ 15 1) 2 € S (3.12)
a=1

Os passos seguidos acima podem ser colocados numa forma mais familiar & teoria de
probabilidades. Como sabemos, para variaveis estocastica continuas, a probabilidade de
encontrar a varidvel em num intervalo [a, b] é dado por

b
Pla<z <b) = / p(x)dz (3.13)
onde p(x) é a densidade de probabilidade. A probabilidade de que z esteja entre a e a + da

é dada por
P(a <z < a+da) =pa)da . (3.14)

E possivel gerar uma densidade de probabilidade p'(x) a partir de outra p(z) usando

B
P(y) = / p(2)8(y — y())dz . (3.15)

Como em geral partimos da distribuigdo uniforme p(z) =1 (o = 0,5 = 1) temos

' ! dy(z)| ™
v = [ o=t = [ 8= al)| 2| as (310
0 0 z
No exemplo da distribuicao exponencial teriamos, a partir de y = —Inz,
1 1
P(y) = / d(z —e™Y) - dr = e Y. (3.17)
0

Generalizando o procedimento, teriamos para integrais duplas
1 pl
pws) = [ [ dedys(e 2960 - w(zp) (318)
0o Jo
1 gl
= [ dedyba - 2tz w)ély -y )G win )l L (39
0o Jo

onde R
2 L2 0z 0w 0z0w
. = %= 9y || - |22 _ 277 2

Um exemplo da utilidade de (3.19) é a geragdo de nimeros com distribui¢do gaussiana
usando o método de Box-Muller [85,163|. Sejam duas varidveis estocasticas z,y € [0,1);
podemos gerar duas outras varidveis estocésticas z e w

z = y/—2logxcos(2my) , (3.21)
w = +/—2logxsin(2my) , (3.22)
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as quais terao distribuicao gaussiana. O Jacobiano da transformacao acima é dado por

27/, onde

2 2

z=e¢ 5 ; (3.23)
de acordo com (3.19) temos
1 1 ac
Pz = [ do [ o)l - ),
0 0 n
1 w2+z2
= e 2 .24
or ¢ ’ (3:24)
ou seja, p'(w, z) = p'(w)p'(z) com
1
pla) = —=e 7. (3.25)

E claro que o jacobiano nao pode ser nulo para que o método da transformacdo inversa
possa ser usado.

Quando estas manipulacoes analiticas deixam de ser possiveis ou eficientes é necessario
utilizar o método do aceita-rejeita (ver secdo 16.2.3 da referéncia [39]), o qual ndo precisa
da funcao inversa da distribuicao de probabilidade. Assume-se que a distribuicao de proba-
bilidade p(z) pode ser toda colocada abaixo de uma outra densidade de probabilidade A(x),
facil de ser amostrada, vezes uma constante C' (figura 3.3); formalmente temos que

p(z) < C h(x). (3.26)

O método consiste de dois passos: sorteia-se um nimero u com a distribui¢do h(z) e outro
v com distribuicao uniforme entre 0 e 1; se

p(u)
C h(u)

<w (3.27)

aceita-se o numero u, do contrario se o rejeita e recomecga no primeiro passo.

Aprendemos como gerar um nimero com uma dada distribuicdo, o que pode ser facil-
mente generalizado para a gera¢do de um vetor (&) de niimeros a serem usados nas integrais
multidimensionais. Como vimos, precisamos gerar varios T para poder calcular a média
usando (3.4); vamos distinguir através de um indice o cada um desses diferentes vetores
gerados e chamar cada ¥* de uma configura¢ao. Comeca-se com um valor arbitrario para
7 e procede-se a sua atualiza¢do, para gerar novos pontos que serdo usados para calcular

N
1
/dajl/dxg.../dfo(ajl,xg,...,xM)p(xl,ajg,...,:vM) ~ NZf(x‘f,:vg,,x‘}(,I) (3.28)
a=1

Cada 7* = (2%, 2%, ..., %) corresponde a uma diferente configuragio®.

4 Em geral, a maior parte do trabalho computacional em uma simula¢io numérica vem da atualizacio
das configuracoes. Nesta tese especificamente, veremos, no entanto, como a fixa¢do do calibre pesa mais
que as atualizagdes em redes grandes.
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Fig. 3.3: Ilustracao do método do aceita-rejeita: a constante C wvale 3/2, h(x) =1 € uma
distribuicao uniforme e p(x) = 4/mv/1 — x2. Sorteiam-se dois nimeros aleatorios
u e v uniformemente distribuidos; se /1 — u? < 3mv/8 aceita-se u.

Até aqui ndo nos restringimos a nenhuma forma analitica especifica para p(x1, ..., Zps).
No entanto, na Fisica, a forma exponencial,

e—ﬂS(xl,wg,...,wM)

= [dzy [ dzon.. [ dzpre PS@azma)

p(T1, Toy ey Tag) (3.29)

aparece frequentemente e a ela nos restringiremos (5 é uma constante). Esta é a bem
conhecida distribuicao de Mazwell-Boltzmann e nosso problema agora consiste em encontrar
algum procedimento que nos fornega configuragoes

S ={#V, 72 . M} (3.30)

distribuidas de acordo com (3.29). Da mecéanica estatistica sabemos que a cada configuracao
em S corresponde um sistema no ensemble candnico. No que segue discutimos o conceito
de ensemble.

3.2.2 Ensembles

Comegamos com um sistema Ising de dois sitios com condigdes de contorno livres (Is2); este
sistema Is2 pode estar em apenas quatro diferentes estados:

1Tl configuracao 1
JT configuracao 2
1T configuracao 3
Jl configuracao 4

(3.31)

Os estados 1 e 2 sdo caracterizados por um niimero n—0, e os demais por n =1 (n = s1+53).
A energia destes estados esta relacionada a este ntimero n através de

E,=02n—-1)J; (3.32)



Capitulo 3. Simulacoes 57

E, é, portanto, a energia do estado fundamental.

Uma colegdo (abstrata) muito grande do mesmo sistema fisico é chamada de ensemble.
Um ensemble do nosso sistema Is2 pode ter todos seus sistemas constituintes no estado
1, metade no estado 1 e a outra metade no estado 3, um quarto em cada estado, e assim
por diante; nao existe restricao a sua composicao. De forma que possamos caracterizar um
ensemble noés introduzimos uma densidade do ensemble, W((ﬁ), um vetor cujas componentes
sdo a fracdo populacional dos estados dentro do ensemble (¢ especifica o estado). Por
exemplo, para um ensemble com seus sistemas distribuidos em igual ntimero nos estados
1,2,3 e 4, nds temos

W(g) = (W(1),W(2),W(3), W(4)) (3.33)
W) =W(2)=W3E)=WA) = -. (3.34)

Vamos etiquetar as densidades com um indice o de modo que seja facil distinguir os varios
ensembles que podem existir (e.g., W@ se refere ao ensemble #23).

Uma questao importante que aparece é como conectar diferentes ensembles. Esta questao
é melhor compreendida considerando-se o efeito de uma perturbacao em todos os sistemas
de um ensemble; por hipotese, esta perturbacao nao causa uma transicao deterministica do
sistema, ou seja, se o sistema esta no estado 1 ele nao ird sempre para o estado 4, por exem-
plo, mas apenas tem uma certa probabilidade de ir para aquele estado. Chamamos isto de
perturbacao estocdstica. O novo ensemble serd obviamente relacionado a esta probabilidade
de transicao, a qual pode ser definida através de

WD) =3 P« ) f(VI(9)Y)  i=12.m. (3.35)
[¢]
Assim, por exemplo, a fracao de sistemas no ensemble #23 no estado 1 é dado por
W) = Y PA+o)f({WD()}) i=1,2.,22. (3.36)
$=1,2,3,4

Das definigoes acima, duas condigoes gerais devem ser respeitadas por estas quantidades:

Y wig) = 1, (3.37)
[#]
Y P ¢ = 1. (3.38)
[

O exemplo do sistema Is2 é facilmente generalizado; em particular, para situagoes em que os
estados ¢ do sistema precisam ser distinguidos por um indice continuo, trocam-se as somas
por integrais.

Um caso especifico de (3.35) se destaca: se a nova densidade de ensemble sorteada
s6 depende de sua predecessora imediata dizemos que o processo estocastico é do tipo
markoviano |36]:

We(g) =) P4 < W™ (9) (3.39)
[¢]
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ou, matricialmente,

Wt = p (3.40)

Sequéncias geradas assim sdao naturalmente chamadas de cadeias markovianas® e nos res-
tringiremos a elas no que segue.

Uma condicao especial que devemos adicionar a nossa discussao é a condi¢ao forte de
ergocidade (cadeias markovianas irredutiveis)

P(§ + ¢)>0. (3.41)

Isto significa que qualquer estado pode ser alcancado a partir de um outro estado inicial em
um %nico passo.

Aplicando muitas vezes o processo de atualizagao em um ensemble inicial é possivel que
os novos ensembles comecem a pouco diferir entre si; diz-se entdao que foi alcancado um
ponto fizo da probabilidade de transi¢ao:

P Wyp=Wy . (3.42)

A densidade do ensemble Wpf[qﬁ’] é, portanto, um auto-vetor da matriz de transicao com
auto-valor unitario.

Um tipo muito importante de ensemble de ponto fixo é o ensemble candnico W,[¢] o
qual obedece

- -

gc W.=W,, (3.43)
sendo que sua composicao é dada pela distribuicao de Mazwell-Boltzmann
e~ BE[¢]
Wel¢] = (3.44)

Z Y
Z = S eore
[¢]

onde Z é a funcgao particao do ensemble candnico, E & a energia do sistema e § = 1/kT.
Como visto no capitulo 1 todas quantidades termodinamicas podem ser obtidas a partir da
expressao para /.

Se a probabilidade de transicao obedece a condi¢do de balanco detalhado

Bop(¢', $)Wos(9) = Pop(, ) Wpr(¢') (3.45)

entdo (3.42) é automaticamente respeitada, devido a relagao (3.38). No caso da distribuicdo
de Maxwell-Boltzmann a condicao de balanco detalhado é claramente dada por

e PHIP(¢!, 6) = e PEYIP (6, ) (3.46)

Resumindo, estamos procurando um tipo especial de matriz de probabilidade de transi¢ao
gc[df, @] cujo auto-vetor, de auto-valor unitdrio, é dado por (3.44), sendo condi¢éio suficiente
para a construgdo desta matriz a verifica¢io da condi¢cdo de balanco detalhado (3.46).

% “O futuro s¢ depende do passado através do presente.” [164]
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Como um exemplo, no sistema Is2, a fungao particao é dada por

i=1,2,3,4

a qual leva a seguinte densidade do ensemble canonico:

= 1 1 p p
W, = LI S Y 3.48
(pZIs2 pZIs2 le2 ZISQ) ( )

com p = e A7,
Alguns exemplos de matrizes de probabilidade de transi¢do cujo autovetor é (3.48) sao

(3 —2p%)/4 1/4 1/4 1/4 \

~ /4 (3—2%)/4 1/4 1/4
Pa=\" g g s | (849
p*/4 p*/4 1/4 1/4
]'/pZIs2 ]'/pZIs2 1/pZ132 ]'/pZIs2
1/pZ,, 1/pZ,, 1/pZ,, 1/pZ
Pc — Is2 Is2 Is2 Is2 350
== p/le2 p/lez p/lez p/lez ( )

p/ZISZ p/ZIs2 p/ZISZ p/ZIs2

Assim, existe muita liberdade na escolha da matriz de probabilidade de transi¢dao. Esta
escolha caracterizard os diferentes procedimentos de atualizagcao dos muitos algoritmos de
stmulacdo existentes na literatura, alguns dos mais conhecidos sendo os algoritmos de Me-
tropolis € Banho-Térmico. Antes de discutirmos estes temas vamos considerar o problema
das estimativas de erros em simulacoes e da geracao de nimeros aleatérios em computadores.

3.2.3 Estimativa de erro
Erro estatistico

Como vimos, em uma simulagao geramos uma cadeia markoviana de configuragoes

SV[g] = {6, ..., ¢!}, (3.51)

usando métodos estocasticos, com vistas ao calculo de valores esperados. E claro que estes
trazem um erro estatistico que é preciso ser estimado.
As quantidades medidas em uma simulagcao podem ser classificadas em dois tipos:

e primdrias, se para cada configuracio ¢! calculamos a quantidade A[qb[i]] e depois
tomamos a média para obter (A). A magnetizacdo no modelo de Ising (1.6) é um
exemplo);

e secunddrias, se a quantidade for funcdo das médias; a susceptibilidade (1.9) é um
exemplo.
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A distribuicao estatistica de uma quantidade primaria é dada, no caso ideal de configu-
racoes nao correlacionadas entre si, por uma gaussiana centrada na média

1 N
== ZAi (3.52)

com varidncia®

1 (4%) —(A)°
2 2
0°=—((A4;,— (A =— . 3.53
Notar que o erro decai com 1/v/N.
No entanto, as configuracoes nao sao totalmente descorrelacionadas, pois em geral gera-se
uma a partir da outra utilizando atualizacGes locais. A correlagao na sequéncia de confi-
guracoes pode ser formalmente estimada usando uma func¢ao de autocorrela¢ao de alguma

quantidade medida:

X(T) = < An+T> - <An><An+T>
= (AnAnir) — <An>2

((An = (A) (Antr — (4))) (3.54)
onde supomos (A,) = (A,.,) = (A). A, poderia, por exemplo, ser a magnetiza¢iao por
sitio medida na varredura n de Monte Carlo; neste caso, se as medidas m,, e m, ., tiverem

alguma correlagdo x(7) # 0. Com o aumento da separagio entre as medidas (aumento de
7) € de se esperar que a correlagdo diminua e que, portanto,

n

lim x(7) =0 . (3.55)

T—00

A partir de x(7) pode-se calcular uma quantidade chamada tempo de correlagio integrado:

1 & X 7)
De acordo com [166], o erro é melhor estimado usando esta quantidade:
1 2 in ulo
o? = L 2Tt/ Monto g2y g2y (3.57)

N -1

onde 7y, € 0 intervalo entre duas medidas guardadas na avaliacao de (A4). Comparando as
expressoes (3.53) e (3.57) percebemos que devemos tomar como satisfatoriamente descorre-
lacionadas configuracoes separadas entre si por

Npulo > 27—i'nt (358)

atualizacbes. Se a condi¢do acima for satisfeita podemos utilizar a expressao (3.53) com
seguranca.

6 O estranho fator N — 1 em o vem do fato de que a variancia é definida usando z; — u, e ndo z; — Z (u
é a média da populagdo inteira); cf. pg. 476 em [165]
7 Também chamado de tempo de correlacdo ou de auto-correlag@o.
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Como discutido no primeiro capitulo, as teorias relativisticas discretizadas se aproximam
do continuo passando por um ponto critico onde o comprimento de correlagao & diverge.
Pode-se mostrar que o tempo de correlagao esta vinculado a £ através de (segbes 3.7.2 e 4.1
em [39])

Tint X &%, (3.59)

onde z é um expoente critico dindmico, caracteristico do método de atualizacao adotado.
Métodos locais tém 1 < z < 2 o que incorre numa perda grave de eficiéncia proxima ao
limite continuo: este problema é conhecido como freiamento critico® do algoritmo. Pode-
se combater este problema através de métodos de atualizacdo globais (Fourier acelerado,
multigrid, etc) ou, como veremos mais adiante, aperfeicoando os métodos locais através de
técnicas como a sobre-relaxacao.

A andlise de erros para quantidades secunddrias € mais delicada, pois estas exigem que
ja se saiba a média de algum observavel da simulacao. Seja B uma grandeza funcao da
média de outra quantidade A medida diretamente em uma simulacdo; a melhor estimativa
para B a partir das medidas de A é avaliar a funcao da média de A e nao avaliar B para

cada medida de A; em outras palavras, é melhor usar B(A) e ndo B(A). Como avaliar o erro
de uma grandeza assim? Usamos neste caso técnicas de reamostragem (se¢do 3.4 em [39])
detalhadas abaixo.

Reamostragem simples (Binning ou Blocking)

A estratégia mais simples para a estimativa do erro em B é subdividir as N medidas
de A em n pequenas amostras. Tiramos a média de A em cada uma destas sub-amostras
e avaliamos B para cada uma destas médias. Ficamos portanto com n medidas de B e
podemos fazer uso das regras tradicionais de média (3.52) e varianca (3.53).

(B) = Ntm iBi (3.60)
5 _ I =
0" = m(Bi —(B))? , (3.61)

onde Ny;,, = N/n. E claro que um n muito pequeno tornaria o erro avaliado muito préximo
de B(A), o que se quer evitar; por outro lado, com n muito proximo de N teriamos poucos
pontos para avaliacao confiavel do erro. O que se faz é procurar um valor de Ny;, para
o qual o erro nao seja muito diferente do erro com 2Ny;,. Nao é um método rigoroso; no
entanto, as médias das sub-amostras, se tomadas como medidas em si, ajudam a reduzir a
correlacgao.

Reamostragem sequencial (Jackknife)

Pode-se gerar novas médias a partir da mesma amostra de N medidas independentes
usando a estratégia de reamostragem sequencial [167-169] na qual se fazem novas médias de
A tirando uma das medidas da amostra por vez:

- 1
A(a) = ﬁ E Ab s a = 1,2, ,N . (362)
b#a

8 Critical slowing down
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Este procedimento gera, é claro, N novas médias e sobre cada uma pode-se calcular B(A(®)
cuja média é

N

_ 1 _

Bjack = N Z B(A(a)) (363)
a=1

e variancia
N1 _
Ojgack = T Z(B(A(a)) - Bjack)2 . (364)
a=1

Para o caso de quantidades primaérias, (3.64) é igual a (3.53).

Reamostragem aleatéria (Bootstrap)

Esta técnica [170] é similar a de cima, mas podem ser feitas tantas reamostragens quanto
se queira. A partir da amostra total original de IV medidas independentes de A sao geradas
N, novas amostras de mesmo tamanho N seguindo o seguinte procedimento: i) escolhemos
aleatoriamente uma medida da amostra original e a guardamos; ii) repete-se o passo anterior
por N vezes, permitindo-se que a mesma medida possa ser escolhida varias vezes ou até
mesmo omitida.

A média de cada nova amostra nesta reamostragem aleatdria é dada entao por

N

|

A, = v § AV b=1,2,.., Ny . (3.65)
a=1

A média de uma grandeza secundaria fica

Np

_ 1 _

Bboot = Fb Z B(Ab) (366)
b=1

e sua variancia
1o
Jgoot = ﬁb (B(Ab) - Bboot)2
b=1
= (B% - (B)%. (3.67)

Escolher entre a reamostragem sequencial ou aleatoria depende do ntimero de medidas
que se tem. Um erro razoavel para a aleatéria demanda pelo menos 100 reamostragens;
assim, se o nimero de medidas é menor que 100 escolhe-se a reamostragem sequencial, pois
teremos que fazer menos reamostragens. Se for maior, escolhe-se a aleatoria [39].

Erros sistematicos

A maioria dos assim chamados erros sistematicos sao decorrentes de simplificagoes no modelo
fisico utilizado como, em nosso caso, discretizacao e volume finito. Além disso, existem erros
vindos de expectativas estatisticas do algoritmo: por exemplo, espera-se que o algoritmo de
atualizacao leve a configuragao inicial (quente, fria, etc) para a configuragio de equilibrio, a
partir de onde a medida de observéveis faz sentido. Esta sequéncia de atualizacoes iniciais da
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rede é chamada de termalizacdo e pode-se mostrar que um observavel alcanca a configuracao
de equilibrio (relaza) através de um decaimento exponencial

e Hme (3.68)

Trer € chamado tempo de relaxagao da grandeza medida.

Pode-se assumir que o ensemble de equilibrio foi atingido comparando-se duas simulagoes
que tiveram diferentes configuracoes iniciais: quando o observavel nas duas simulacdes oscila
em torno do mesmo valor, conclue-se que foi esquecida a configuragao inicial.

3.2.4 Geradores de nameros aleatérios (GNA)

“Anyone who considers arithmetical methods of producing
random digits is, of course, in a state of sin.”
John von Neumann (1951)

“ Anyone who has not seen the above quotation in at least
100 places s probably not very old.”
D. V. Pryor (1993)

As analises das se¢Oes anteriores contam a priori com a existéncia de geradores de
nimeros aleatérios. E claro que isto é um assunto um tanto bizarro quando se trata de usar
um dispositivo deterministico como um computador para conseguir estes nimeros. Por isso,
os geradores de niimeros aleatdrios costumam ser classificados em trés tipos:

e Numero verdadeiramente aleatdrios: sao produzidos a partir de algum fendmeno fisico
aleatorio como, por exemplo, o decaimento radioativo (os cliques de um contador
Geiger serviriam para este propoésito). Os niimeros sdo gravados em dispositivos como
fitas magnéticas ou discos compactos para posterior leitura e uso, procedimento um
tanto lento para utilizacao em simulacoes. No entanto, servem bem para a verificacao
da qualidade de sequéncias de numeros aleatorios gerados deterministicamente (ver
abaixo).

e Numeros pseudo-aleatorios: sao gerados via algum algoritmo numérico deterministico,
mas sao distribuidos de tal modo a parecerem tao aleatérios quanto as sequéncias do
item acima. Sdo os geradores usados na maioria das simulagoes e o unico tipo usado
neste trabalho.

e Nimeros quase-aleatorios: também sao gerados através de algoritmos numéricos, com
a diferenca de que nao precisam possuir todas as propriedades dos niimeros aleatérios,
mas apenas algumas especificas & distribuicao desejada. Nao é adequado para todos
os tipos de simulagao.

No que segue usaremos indistintamente os termos aleatoério e pseudo-aleatorio.
E interessante enfatizar as propriedades que um GNA deve ter. De acordo com [171] um
bom GNA possui:
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1. Boa distribuicao: ou seja, a sequéncia deve ter boa aleatoriedade e passar nos testes
existentes (teste espectral, DIEHARD, verificagdo de modelos soliveis, etc);

2. Periodo longo: ap6s um certo nimero de sorteios (periodo), as saidas do GNA co-
mecgarao a se repetir. Em uma aplicagao com uso pesado de niimeros aleatérios é

importante que o periodo seja bastante grande. Atualmente existem geradores com
periodo de até 219937 — 1 [172].

3. Reprodutibilidade: por motivos praticos espera-se que um GNA reproduza toda se-
quéncia por ele gerada se a mesma semente for utilizada. Isto é feito com vistas a
verificacao de erros em programas que usam o GNA.

4. Longas sequéncia independentes: em simulagOes paralelas (ou seriais, mas em maqui-
nas diferentes) sdo usadas sequéncias de niimeros aleatérios gerados por um mesmo
GNA; portanto, deve-se tomar muito cuidado para que as sequéncias sejam estatisti-
camente independentes. Esclarecemos como fizemos isso mais abaixo.

5. Portabilidade: computacionalmente isto em geral significa que o algoritmo deve poder
ser escrito eficientemente em alguma linguagem de programacao de alto nivel como
Fortran. Para GNA, no entanto, isto também quer dizer que a sequéncia obtida em
uma maquina seja igual a produzida em outra diferente se as condicoes iniciais forem
as mesmas.

6. Eficiéncia: isto é, claro, muito importante; no entanto, deve se lembrar que, em geral,
a mera chamada das sub-rotinas dos GNA leva mais tempo que a prépria geragao dos
nameros.

Os tipos de algoritmos mais comuns de GNA sdao: método congruente linear multi-
plicativo® [173], sequéncias espacadas de Fibonaccil® e Tausworthe ou rerranjo de regis-
trot! [37,171]. Técnicas de melhoramento da aleatoriedade podem ser aplicadas a todos
estes algoritmos [37]. Em nosso trabalho utilizamos apenas o algoritmo RANLUX, uma

extensdo do algoritmo de Marsaglia e Zaman (RCARRY) [174] feita por Liischer [175].

Algoritmo RANLUX
O algoritmo RCARRY ¢ do tipo sequéncia espagada de Fibonnaci:

Ty = (Tn_p £ 2y s £ c)modb (3.69)

onde 7 e s sdo os espacamentos (r > s) e ¢ ¢ um bit auxiliar. Os 7 valores anteriores
de z, devem ser guardados. Todos os parametros, r, s e b, sao escolhidos de modo a
proporcionar o maior periodo possivel. Para b = 22*, a escolha ¢ r = 24 e s = 10, o que
d4 um periodo aproximadamente igual a 10'™. O estado do gerador pode ser recuperado
guardando os valores dos r = 24 tltimos inteiros, mais dois ntimeros inteiros curtos e um

9 Multiplicative linear congruential.
10 Lagged Fibonacci sequences.
1 Shift register.
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bit, informacao que pode ser colocada em um vetor de 25 componentes de precisao simples.
A inicializagdo é feita fornecendo um tinico nimero inteiro (a semente) que gerara este vetor
de 25 componentes o qual dara origem a uma longa sequéncia disjunta. E importantissima,
esta propriedade: o algoritmo RCARRY pode ser assim utilizado em simulagoes paralelas
ou concorrentes, ja que dois ntimeros inteiros diferentes em dois processadores distintos irao
fornecer sequéncias de niimeros aleatorios descorrelacionadas.

O problema encontrado no algoritmo RCARRY é que, por ser um gerador linear multi-
plicativo congruente disfargado [176], possui uma estrutura de hiperplanos na distribuicao
de seus nimeros [177].

Liischer interpreta o algoritmo RCARRY em termos de um sistema dindmico e des-
cobre padroes cadticos; propoe entao que se joguem fora niimeros da sequéncia gerada por
RCARRY em intervalos (p — 24) maiores que o “tempo de correla¢ao” do sistema. Quanto
maior este intervalo, melhor serd a qualidade da nova sequéncia gerada com a sugestao de
Luscher. O algoritmo assim modificado foi chamado de RANLUX, pois nele pode-se definir
o grau de satisfacdo'? da aleatoriedade:

e nivel 0, p = 24,corresponde a RCARRY;

e nivel 1, p = 48, ainda nao passa no teste espectral;

e nivel 2, p = 97, passa todos os testes, mas ainda contém correlagoes;
e nivel 3, p = 223, valor padrao, excelentes propriedades estatisticas.

e nivel 4, p = 389, méximo grau de aleatoriedade, nao faz sentido aumentar p além
deste valor. Todos os 24 bits da mantissa sao caoticos.

Até onde sabemos nao foi encontrado nenhum tipo de padrdao nos ntimeros gerados por
RANLUX quando o grau de satisfacdo é maior igual a 3.

Especificamente nesta tese foi utilizada uma versao de dupla-precisao distribuida pelo
proprio autor do algoritmo. Nela existem apenas os trés niveis de satisfacao de espacamentos
p =109, p = 202 e p = 397 (correspondentes aos niveis 2, 3 e 4 acima). Sempre utilizamos
o grau mdzrimo de satisfagao.

3.3 Meétodos de Atualizacao

Como explicado na secao anterior, grande parte do trabalho numa simulacdo Monte Carlo
é gasto na atualizagdo das configuracoes. No caso especifico das teorias de calibre na rede
se trata de atualizar os elos U,(z). Para um caso simples de uma rede 10 x 10 teriamos
aproximadamente 100 elos a sortear para depois avaliar a acao total e comparar com a acao
antiga, e entdo decidir se aceitamos ou nao a nova configuracao. Este tipo de atualizacao
classificada como global € muito custosa computacionalmente e a abordagem mais utilizada
é a atualizacao local. Neste tipo de processo atualiza-se um elo por vez e verifica-se como o
pequeno pedacgo da acao que dele depende se comporta. Fazendo isto em todos os elos da

2 Luzury.
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Grampo

A
Y

Grampo

A

Fig. 3.4: Atualizacdao local de um elo.

rede obtém-se uma atualiza¢do com menos gastos computacionais (pelo menos quando se
estd longe do regime critico).
Como mostrado no apéndice B.6 a a¢do de Wilson (1.48) pode ser reescrita como

SulUa(@)] =~ R Uy ()00 0))] + - (3.10)
Suo(0) = Y [B5) (o) + =) (0)] (3.71)

v#po
ELJ;)/(:UO) = Uu(l'o + ﬂO)Ulzo (3?0 + IQ)UJ($0) y (372)
S0V (@) = Uf(wo— 0+ fo)US, (w0 — 2)U, (0 — D) . (3.73)

No primeiro termo em (3.70) estdo contidos todos termos da agdo de Wilson que depen-
dem do elo Uy, (x0); assim, quando atualizarmos este elo e quisermos saber do impacto da
mudanca na agdo basta avaliar este termo. As quantidades ¥, ,(zo) sdo conhecidas como
grampos*3, nome que se compreende quando olhamos para figura 3.4

Passamos a detalhar os diversos modos de efetuar a atualizagao local: o método utilizado
nesta tese ¢ o Banho-Térmico, mas por complementagdo também apresentamos o (mais
conhecido) algoritmo de Metropolis.

3.3.1 Algoritmo de Metropolis

O algoritmo de Metropolis [178] é uma sequéncia de passos para aceitar ou rejeitar uma
configuracao tentativa no processo de atualizacdo. Sua matriz de probabilidade de transi¢ao

13 Staples.
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para um sistema com N diferentes estados é dada por

P(¢ + ¢) = N 'min{l, R}, (3.74)
We(¢')
R W) (3.75)

Para clarificar o significado da féormula acima vamos aplica-la ao sistema Is2. Suponhamos
que comecamos com ¢ = 1 e tentamos uma atualizacdo para ¢’ =

2

P(3,1) = imin{l, We(3)/W,(1)} = imin{l,pQ} - %. (3.76)

Esse procedimento é aplicado a todos os elementos da matriz de probabilidade de transicao.
De fato, a matriz (3.49) é a matriz de probabilidade de transi¢ao do sistema Is2 usando o
algoritmo de Metropolis.

Como isto é implementado na pratica em um programa de computador? E s6 seguir os
seguintes passos:

1. Comece com uma configuracio inicial arbitraria ¢/°. (Pode-se ter um inicio frio'* se
fixarmos as variaveis do estado inicial em um valor especifico, um inicio quente® se
os valores destas variaveis sao escolhidos aleatoriamente, ou ainda um inicio a partir
de uma configuracao armazenada.)

2. Escolha aleatoriamente um novo estado ¢'*** do conjunto {1,2,3,4};

3. Calcule W,(¢%) e W, (gte5t):

(a) Se W,(g**¢) > W,.(¢[?)), entdo guarde a configuracio teste ¢****¢ — ¢l incre-
mente 7 e faca ¢!l = pteste;
(b) Se We(g™') < Wc(¢[0]), entdo sorteie um nimero aleatorio & € (0, 1]:
i. Se & < W, (a'5t) /Wc((ﬁ[ﬂ])’ entdo guarde a configuracio teste ¢St — 10,
incremente 7 e faca ¢l = pteste;

ii. Se & > W (¢*t)/W,(4l”), entdo descarte a configuracio de teste, incre-
mente i e faca ¢l = ¢l%;

4. Va para passo 2.

Repita este algoritmo tantas vezes quantas forem o niimero de configuragoes desejadas para
produzir a amostra:

SN = {¢[1]: ¢[2]: teey ¢[N]} . (377)
Desta amostra pode-se obter uma estimativa para uma integral como (3.28) ja que as confi-
guracoes em Sy estdo distribuidas de acordo com (3.44). No sistema Is2 isto seria

S F@Op(6) ~ 5 S F6), com ¢ € Sy (3.78)

$=1,2,3,4

14 Cold start
15 Hot start
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Ergodicidade

Como dito acima, ergodicidade garante que qualquer estado do sistema pode ser alcangado
depois de um tnico passo da atualizacao, independentemente do estado em que o sistema,
se encontrava. Isto em geral ndo é um problema simples. A estratégia geral [22,39,40| é
construir uma atualizacao ergddica a partir de atualizagoes intermediarias nao-ergddicas:

P >0, (3.79)

rP=]]~- (3.80)

Assume-se que esta composicao de pequenos passos nao-ergdédicos pode aproximar uma
atualizagao ergddica, ou seja,
P>0. (3.81)

Atualizacao local

Aqui formalizamos o conceito de atualizagdo local. Até agora vimos representando uma
configuragdo das variaveis que definem o sistema por ¢ (e.g., ¢ = 1 =1]). Interessa-nos
agora introduzir um indice que especifique cada uma das varidveis da configuracao; por
exemplo 15, =], pois se refere a variavel 2 da configuragao 1. Assim também nos referiremos
a variavel x na configuragdo ¢ por ¢,; as demais variaveis desta mesma configuragdo serao
denotadas por ¢j.

A distribuicao canénica é entao escrita como

Wc(¢) = Wc(¢w; ﬁb;t) = Wc(¢z; ¢i)Wc(¢i) ’ (382)

onde isolamos a parte da distribuicdo canonica que nao depende de ¢, (Wc(¢j)); similar-
mente a probabilidade de transicao do sistema inteiro na atualizacao local da variavel x sera
dada entao por

onde P, (¢!, < ¢.; ) € a probabilidade condicional de transi¢do de z, mantendo as demais
varidveis inalteradas. Estando considerando apenas a mudanca da variavel z, esta atuali-
zagdo é claramente nao-ergodica. Assume-se que a atualizacdo local P, (¢’ <— ¢) obedega a
uma condic¢ao local de balango detalhado

Po(), = 003 85)We(a3 05) = Pa( ¢ 633 02)We(l; b) (3.84)
e uma, ergodicidade local
Po(@l, + ¢u;dz) > 0. (3.85)

Para obter a ergodicidade global fazemos esta atualizacao local em todas as variaveis do
sistema (uma varredura):

P(g «—¢) =] Puld < ¢) . (3.86)
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3.3.2 Banho Térmico

Entramos agora no principal método de atualizacao utilizado em nossas simulagdes. Como
ja mencionado, basicamente ele identifica a densidade do ensemble candénico com a matriz
de probabilidade de transicao:

e_S[¢I]

P(¢' ) = We(¢) = —— . (3.87)

Da expressao acima ji se observa a principal caracteristica deste método de atualizagao:
ele independe da configuracao antiga (ndo aparece ¢ no lado direito da expressdo para
P(¢' < ¢)). Isto melhora a ergocidade, mas é muito dispendioso. Naturalmente aderimos a
uma atualizagao local, onde cada elo é atualizado por vez, independente de seu valor antigo,
mas dependendo do valor dos grampos; de fato, é apenas sob este ponto de vista local que
podemos nos referir ao algoritmo de Banho-Térmico, pois o nome vem da analogia com a
termodinamica, mas aqui temos na verdade um “banho de elos”.

[lustremos no caso do modelo de Ising com N sitios. A probabilidade de transi¢ao no
algoritmo de banho-térmico é dada por

e_ﬂEising[sl]
P +s)=——— (3.88)
Z
onde
Z =Y e Plsindli] (3.89)
[s]
Dado um sitio especifico 7, podemos sempre escrever
Eisingls] = Elsi] + Eisingl[{8}, 5: ¢ {8}, (3.90)
com
Els] = —J s(i) c(i), (3.91)
d=2
i) = Y (s(+p)+s@— i) (3.92)
p=1
Assim, P(s' < s) pode ser reescrita como
N
P(s'+ s) = HPZ-(s; — s 8), (3.93)
onde .
Py(s) < si;5) = ae Pl (3.94)

«a é uma constante de normalizacao. Para um dado sitio temos, é claro, apenas duas
possibilidades de atualizagao, 1 ou |:

Pi(14= 83 8) + Pi(J+s53) =1, (3.95)
Py(14 s 8) = ae PP (3.96)
P14 s 8) = aePre | (3.97)
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onde usamos que no modelo de Ising E i = —Eﬁ. Das equagoes acima é facil tirar que
1
= . _ 3.98
“ e PEri(1 + 2PBni) (3.98)
e, portanto,
P si38) = —— (399)
; 8i58) = ——m—— .
[ 1 (1 + eZﬂETi)
e2BE;
Py} s538) = (3.100)

(14 e2PEn)

Na préatica, sorteia-se um ntimero £ € (0,1] e se £ < P;(1% s;;8), o novo spin é 1, do
contrario é |.

3.3.3 Sorteio de matrizes SU(2)

Tendo ilustrado o algoritmo de Banho-Térmico para o caso mais simples das varidveis de
spin do modelo de Ising, passemos agora ao tipo de graus de liberdade necessarios a esta
tese. A partir de (3.70) e (3.87) vemos que o problema é gerar matrizes SU(2) com uma
distribuicao

P(h)dh exp(gRe[Tr(Eh)])dh , (3.101)
onde X é uma matriz complexa 2 X 2,

Y=Yl +i%-4, (3.102)

formada pela soma de matrizes SU(2), e h ¢ uma matriz SU(2)'6. Projetando 3 em SU(2)
(ver (B.7)):

Y o= &8, (3.103)

VIR |22, (3.104)

temos que (3.101) se transforma em
BE S
P(h)dh x exp (?Re[Tr(Eh)])dh . (3.105)

Usando a invariancia da medida de Haar podemos fazer a troca de varidveis a = XA, onde
a é parametrizada como usual (¢ = ap L + i@ - &). Temos entao

P(a)da o exp <%Re[Tr(a)]>da, (3.106)

x  ePdq . (3.107)

16 Claramente temos as associagdes b — Uy, (7o) € £ = 8y, (20)-
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Falta explicitar a medida de Haar:
da = 6(1 — ag+ | @ |*)dagd’a; | (3.108)

o que, em coordenadas polares fica

da = dagr® sin(0)drdfded(1 — aj — r?); (3.109)
usando
2
§(1—ag —r)ridr = S [6(r — (1 —ad)"/?) +6(r + (1 — a3)*/?)] dr ,
2y/1— a3
= \/1—0a26(r—(1—a2)Ydr, (3.110)
temos
da = (1 — a2)"?dagsin(0)drdodes(r — (1 — a2)'/?) . (3.111)

Portanto, precisamos gerar uma distribuicao para ag de acordo com
P(ag)dag o (1 — a2)/?eP0dq, (3.112)

e gerar a; distribuidos uniformemente numa esfera de raio r = (1 — a2)'/? usando

a; = r sin(f) cos(¢) , (3.113)
as = r sin(f) sin(¢) , (3.114)
az =1 cos(f) . (3.115)

A parte mais complexa é a geragao de ag; passada esta etapa podemos calcular a,as e as
seguindo os seguintes passos:

1. geram-se dois nimeros aleatérios uniformes x, & € (0, 1];

2. a partir deles calculam-se dois nimeros distribuidos uniformemente nos intervalos
[—1,1] e [0, 27]

w o= 2y—1, (3.116)
0 = 2w¢; (3.117)

a3 =1/1—adu (3.118)

4. Calculamos a; e ay reexpressando-os em termos de as:

3. Calculamos as:

ap = [(1—a3)— a3]cos() (3.119)
a; = [(1—a?)— a?]sin() . (3.120)

Passamos a descrever os dois métodos utilizados neste trabalho para a geragao de ag:
método de Creutz e o de Kennedy/Pendleton.
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Método 1 (Creutz [179])
Este algoritmo serve para calcular integrais do tipo
+1
f(ao)(1 — a2)?e®day (3.121)

-1

usando o método Monte Carlo. Como ja usamos a distribui¢ao exponencial como exemplo
do método da transformacao inversa, e (1 — a%)l/ 2 para ilustrar o aceita-rejeita, vamos so
enumerar os passos que levam a avaliagao de (3.121):

1. Gerar um nimero £ € (0.1];

2.d=(e"—e Y)E+e @

3. y=In(d)/«

4. Gerar um ntimero 0 € (0, 1]

5. Se § < (1 —y?)!/2, entdo guarde 3. Do contrario, descarte y e volte para o passo 1.
6. Incremente 7 e faga a(()i) = y. Volte para o passo 1.

Repete-se o procedimento acima até que sejam gerados N niimeros. O valor de (3.121)
fica aproximado por

+1 ! )
Flao)(1 = aj)'Pe0dag ~ = > flag)) . (3.122)

-1 i=1,..,N

onde
N =n/al(a) (3.123)

é a constante de normalizagao desta distribuicao de ay.

Método 2 (Kennedy e Pendleton [180])

Os calculos que levam & avaliagdo de (3.121) pelo método de Kennedy e Pendleton sdo
detalhados na se¢do (B.8). Este método constitui-se dos seguintes passos:

1. Gerar quatro nimeros aleatorios ci, 9, c3, ¢4 € (0.1];

2. Identificar z = —In(cy)/a, ' = —In(cp) /o e w = cos?(27c3);

. v=zw

4. 6 =2 +v

5. Se ¢2 < (1 —42/2), entdo guarde 6, do contrario, descarte § e volte para o passo 1.

6. Incremente 7 e faga a(()i) =1 — 2. Volte para o passo 1.
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Como no algoritmo de Creutz repete-se o procedimento até que sejam gerados a quantidade
de nimeros desejada.

Pode-se mostrar que a probablidade de aceitacao no método de Creutz é melhor que
a de Kennedy-Pendleton para pequenos valores de a; no caso oposto, Kennedy-Pendleton
tem desempenho melhor. Por isso seguimos a sugestao de [181] optando por escolher entre
o método 1 ou 2 dependendo do valor de o para o < Qs usa-se Creutz, do contrario
usa-se Kennedy-Pendleton. Em nossas simulacoes foi usado outors = 2.

3.3.4 Sobre-relaxacao

Uma técnica conhecida de resolver equacoes de diferenca finita é chamada sobre-relazagao
Seus conceitos foram estendidos as teorias de calibre SU(NN) por Adler e Creutz [182,183].
A estratégia basica é escolher uma configuracao teste o mais longe possivel da antiga confi-
guragao de modo a ajudar a varrer o espago das configuracoes mais efetivamente.

Para SU(N) joga-se um elo teste U, (= U,,(zo)) para longe do antigo, U, através de

U =UU Uy (3.124)

forma que verifica trivialmente o balanco detalhado.
Para SU(2) escolhe-se o inverso da projegdo da matriz de grampos'” s; (= s,,(10)) neste
grupo (ver (B.7)):

Us = [Pr(s)] " = s; " det ()% . (3.125)
Usando que
TV~ =T[V], Ve SU(2), (3.126)
podemos mostrar que
Tr(U)s;) = Tr(Upsy) - (3.127)

Substituindo (3.125) em (3.124) obtém-se

51
det(s))

U, =Tr(Us) -U, (3.128)

onde usamos (3.126) e
V=Tr(V)L-V! VeSU(_). (3.129)

A identidade (3.127) diz que a nova configuragdo nao muda o valor da agdo: é nao ergodica,
pois mantém as configuragbes numa hipersuperficie de mesma energia (mesmo valor de
acdo), dai esta atualizacdo também ser chamada de microcandnica . Assim, precisamos
alternar com ela uma atualizacdo ergodica, como Metropolis ou Banho-Térmico. A esta
mescla de algoritmos ergodicos e nao-ergddicos se da o nome de Sobre-relazacio Hibrida 8.

17 Equivalentemente, a projecdo do inverso da matriz de grampos.
18 Hybrid Overrelazation
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3.4 Métodos de minimizacgao

Até agora preocupamo-nos com métodos de atualizacao para gerar configuracoes de elos
distribuidos de acordo com o peso de Boltzmann. Tendo cumprido este passo ainda é
necessario fixar o calibre se quisermos calcular o propagador do glion.

Como explicado no capitulo 2, a fixacao do calibre na rede se faz através da minimizacao
do funcional da expressao (2.85) que abaixo repetimos por conveniéncia:

ful) =1 - 7 Y 5 [0@) Uula) o' )] (3.130)

Dada uma das configuracoes geradas {U,(z)} precisamos achar uma configuragao {g(z)}
que seja um minimo de Eylgl.

Vérios algoritmos podem ser utilizados nesta busca: Los Alamos[184,185| , Cornell [186],
Sobre-relazacio [144] , Sobre-relazacdo Estocdstica |185], Transformada rdpida de Fourier®
[186], Grades mailtiplas®® [187,188], etc, os dois tiltimos sendo de natureza global.

Nesta tese utilizamos o método de sobre-relaxacao estocéstica, pois tem se mostrado
eficiente no combate ao freiamento critico. Utilizamos também em algumas configuragoes
o método de Cornell, para avaliar a importancia do algoritmo na escolha do minimo local
(que equivale a uma coépia de Gribov).

Em acordo com as referéncias [189] e [190], nas quais podem ser encontrados mais de-
talhes sobre os algoritmos de minimizacao, tratamos de diferenciar os algoritmos apenas
através de uma matriz de atualizacao R, definida mais abaixo.

Seguindo passos similares aos mostrados na se¢ao B.6, obtém-se que o funcional (3.130)
pode ser reescrito como

d
a
= —— 131
Eulg] 5qy Lt (o) + (3.131)
onde as reticéncias referem-se a termos que nao dependem do sitio zj e
w(zg) = g(zo)h(z) , (3.132)
d
hxo) = D [Uulwo)g'(zo + a) + Ul(wo — 2)g' (0 — )] - (3.133)
n=1

Assim como os elos dependem dos grampos ao seu redor, as variaveis g(zo) dependem das
cruzes h(zy) (figura 3.5).

Por serem somas de matrizes SU(2), as matrizes h(xy) e w(xo) podem ser escritas como
multiplas das suas projecoes neste grupo

h(il?()) =/ det h(ll?()) il(ll?o) y (3134)
w(zo) = v/detw(xg) W(xg) . (3.135)

Como w(zy) = g(xo)h(zg), temos det(w(zy)) = det(h(xg)), sendo entdo 1til introduzir a
notacao

N (z0) = v/detw(zo) = v/det h(x) (3.136)

19 Fast Fourier Transform.
20 Multigrid methods.
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Fig. 3.5: Cruzes para atualizacdo das varidveis g(zo).

e também
T (zg) = Tr(w(xy)) - (3.137)

Definindo a matriz de atualizagao através de
9'(%0) = Rat(20)9(w0) (3.138)
é facil ver que a variacao no funcional £ sera dada por

a’ N (zo)

A&(xo) = WTT{[Q(%)—Q'(%)]B(%)}
= N i1~ o)) ()} (3.139)

3.4.1 Meétodo da sobre-relaxacao estocastica

Investiguemos o trago que aparece em (3.139):
Tr[(1 — Rat) W] = 209 — Tr[Re@] (3.140)
Definindo SZt = R, podemos escrever
Tr[Ryw] = Tr[wS),] = 2(WoSat,0 + W1 Sat1 + WaSat2 + W3Sar3) = 2 cos(a) , (3.141)

onde interpretamos o traco como um produto escalar entre vetores. Como queremos que o
tragco em (3.140) seja o mais negativo possivel, (3.141) deve ser o maior possivel, ou seja
cos(a) = 1 o que s6 & possivel se Sy = 10 ou

Ry = wt. (3.142)

A atualizacao simples
91.0.(%0) = W'g(x0) (3.143)
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é conhecida como método de Los Alamos.

Como mencionado mais acima, métodos de relaracao sao muito utilizados na resolu-
¢ao de equagoes diferenciais [37], onde o sistema comeca num dado estado teste e relaza
(converge) para a solucao através da aplicacdo de procedimentos iterativos (métodos de
Jacobi ou Gauss-Seidel, por exemplo) em imensos sistemas lineares. Uma extensdo da
relaxacao chama-se sobre-relaracdo, as vezes também referida como sobre-relazacdo suces-
siva®': nela, a correcdo a uma solucdo tentativa do sistema linear proveniente da relaxacao
(digamos, Az) é substituida por wAz: pode haver uma sobre-corregdo (1 < w < 2) ou uma
sub-corre¢io (0 < w < 1). Apenas neste intervalo, 0 < w < 2, o procedimento converge, e
apenas para a sobre-correcao ou sobre-relaxacao obtém-se convergéncia mais rapida que a
de Gauss-Seidel (w =1).

No presente caso, a idéia acima é aplicada (sobre-) corrigindo-se a matriz de atualizacdo
de Los Alamos:

q'(z0) = 0™ g(x0). (3.144)

Para w = 1 recuperamos o método de Los Alamos e para w = 2 é imediato de (3.139)
que o funcional £ nao se altera. O significado de uma poténcia nao inteira de uma matriz
SU(2) é conseguido usando a expansao binomial [144,189]. A atualizacdo acima é, portanto,
conhecida como método da sobre-relazacao.

Finalmente, chegamos ao método da sobre-relazacao estocdstica o qual mescla probabi-
listicamente atualizacoes tipo Los Alamos e tipo sobre-relaxacao com w = 2:

[ @ (o) ]2 g(xzy)  com probabilidade p
g (xg) = . (3.145)
W (xo)g(z0) com probabilidade 1 — p

O espirito de algoritmo é alternar grandes mudancgas nas configuracoes, mesmo sem alterar
£, com grandes descidas em & proporcionadas pelo método de Los Alamos. E o mesmo
espirito do algoritmo de Sobre-relaxacao Hibrida.

3.4.2 Meétodo de Cornell

Esperamos que o divergente do campo de calibre va sistematicamente a zero com o uso dos
métodos de minimizagdo. Assim, & medida que nos aproximamos da configuracao das varia-
veis g(x) que minimizam o funcional £, estamos nos aproximando de V - A= 0, sugerindo
uma matriz de atualizacao do tipo

Rai(20) = exp [—aa?go(V - A9 (z)] . (3.146)
Esta pode ser expandida como
Rai(0) o [1 — aa?ge(V - A9)(z)] , (3.147)

a qual precisa ainda ser reunitarizada. Verificando que

w(ze) = wi(zo) + 242 go (v : A<g>) (o) (3.148)

21 Successive overrelazation
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e usando (3.129) chegamos a forma final da matriz de atualizacdo de Cornell:

aN(zy) wi(zg) + [1 — aN(xo) T(xo)/2] 1
V 1+ a2 N2(zo) [1 - T2(0) /4]

g'(z) = 9(o) , (3.149)

onde o é um parametro a ser sintonizado para melhor desempenho.

3.5 Paralelizacao

“There are only 10 different kinds of people in the world:
those who know binary and those who don’t.”

Anonimo

“Weeks of programming can save you hours of planning.”
Anénimo

O objetivo deste trabalho é a investigacao do comportamento infravermelho do propa-
gador do glion, o que s6 pode ser feito através do estudo de redes de grandes volumes;
como mencionado no capitulo 2, o menor momento nao nulo é proporcional a L~*. O pro-
blema destes grandes volumes nao é s6 o tempo de processamento necessario, mas também
a memoria utilizada. Para se ter uma idéia, vejamos quanta memoria apenas os elos de uma
rede 1402 precisariam:

U,(z) — 3 X 4 x  140% x 8 ~ 250 Mbytes
~— ~—~ ~~ ~~

componentes Lorentz componentes SU(2) Volume bytes p.d.
(3.150)
E isto apenas para uma das matrizes do programa, existem outras auxiliares de tamanho
parecido e mais as variaveis de spin g(z). Temos portanto um problema de memoria.
Este obstaculo pode ser resolvido dividindo a rede total entre p processadores/memorias
diferentes através da paralelizacao.

Dependendo do problema, se diz que o método de Monte Carlo é embaracosamente
paralelizdvel; esta facilidade no entanto nao se refere ao presente caso, pois nao podemos
realizar varios processos seriais em diferentes processadores e apenas depois tomar a média;
a rede é grande demais para que uma tnica configuracao seja gerada em um processador.

3.5.1 Pilha de pc’s

Atualmente o modo mais econdémico de obter grande poder computacional é empilhando
computadores pessoais e colocando-os em comunicacao. De fato, mesmo computadores
pessoais comprados em lojas de departamentos podem ser empilhados para formar um
supercomputador de véarios Gigaflops (~ 200 Gflops, por exemplo em [191]). No momento
da escrita desta tese o computador mais rapido encontrado em supermercados (Pentium
IV, 2.8 GHz) pode sozinho alcangar ~ 1,5 Gflops (5 Gflops de pico teodrico), de acordo com
os recordes de velocidade registrados no tltimo relatério LINPACK [192,193|. Empilhando
varios destes pode-se chegar até os Teraflops; uma das mais recentes adi¢oes é o MCR
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(Multiprogrammatic Capability Cluster) com 1.152 nés, cada um contendo 2 processadores
Pentium IV 2.4GHz, totalizando 7.2 Teraflops.

A pilha de PC’s utilizada nas simulagoes deste trabalho foi montado no IFSC-USP: é
constituido de 16 nos de processadores Pentium III 866 M H z com 256 Mb de memoria RAM;
o servidor possui 0 mesmo processador, mas com o dobro da memoéria RAM. As maquinas
sdo conectadas através de cabos Fast-Ethernet 100 Mbps full-duplex e um chaveador (switch)
de 24 entradas. O equipamento estd esquematizado na figura 3.6.

A abordagem mais utilizada para usufruir das capacidades de computagao paralela destas
pilhas de PC’s é o da troca de mensagens entre os nos, como o PVM (Parallel Virtual
Machine) e o MPI (Message Passing Interface), usado neste trabalho.

3.5.2 Paralelizando com MPI

Utilizamos a biblioteca MPI para as instrugoes de paralelizacao por esta estar mais difundida
e portanto melhor documentada. Utilizamos a implementacao?? MPICH, apesar de que
nenhuma alteragio (como era de se esperar!) se observou utilizando a implementagao LAM.
A idéia do MPI é dividir a tarefa em p processos, processos estes rodados, em geral, em
processadores diferentes, os quais se intercomunicam via troca de mensagens.
Todo programa MPI contém no minimo a estrutura:

include ’mpif.h’

call MPI_Init(ierr)

call MPI_Comm_rank(MPI_COMM_WORLD, my_rank, ierr)

call MPI_Comm_size(MPI_COMM_WORLD, p, ierr)
(grosso do programa)

call MPI_Finalize(ierr)

O 00 ~NO O WN -

end

sendo que toda instrucao de troca de mensagens vem entre as linhas 5 e 7. Duas das
instrugoes mais utilizadas sao, é claro, MPI_Send e MPI_Recv. Este programa estaré
rodando em todos os processadores e cada um saberd o que deverd fazer através de sua
identificagao, a variavel my_rank.

Suponhamos que a tarefa seja contar o nimero de letras do hino nacional brasileiro e
que tenhamos 10 computadores & disposicao em nossa pilha. A estratégia é enviar duas
estrofes para cada n6 e manda-los contar o nimero de letras, para que depois retornem
o resultado para o servidor; este somard os resultados obtidos e poderemos saber quantas
letras compoem as vinte estrofes do hino.

Isto é a que se refere como uma tarefa embaragosamente paralelizdvel; no caso de uma
rede de spins pequena, poderiamos querer gerar 1000 configuragoes para obter a média de
Monte Carlo: para tanto bastaria enviar ao processador 1 a tarefa de gerar as configuracgoes
de 1 a 100; ao processador 2, gerar de 101 a 200, e assim sucessivamente. Uma tarefa
bastante trivial para o MPI:

22 Implementacdes de MPI sdo apenas formas diferentes de se inicializar o multicomputador, gerenciar os
processos e fazer o programa com MPI acessar esta biblioteca. O programa em si ndo muda.
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Fig. 3.6: Pilha de PC’s do IFSC-USP. 1 - Nos/escravos da pilha; 2 - Chaveador (switch);
3 - Servidor/Mestre
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01 do i=1,10

02 if (my_rank.eq.i) then

03 j = (i-1)*100+1

04 call monte_carlo(v(j))

05 call MPI_Send(v(j), 100, MPI_FLOAT,
06 & 0, tag, MPI_COMM_WORLD, ierr)
07

08 endif

09 enddo

10 if (my_rank.eq.0) then

11 do i=1,10

12 j = (i-1)*%100+1

13 call MPI_Recv(v(j), 100, MPI_FLOAT,
14 & i, tag, MPI_COMM_WORLD, ierr)
15 enddo

16 s=0.

17 do 1i=1,1000

18 s =s + v(i)

19 enddo

20 vmedio = s/1000.

21 endif

22

Nas linhas 5-6 sao enviados 100 valores do processador my_rank para o servidor 0; nas linhas
13-14 o servidor recebe os valores enviados pelos varios nos.

No entanto, nesta tese, devido a grande demanda de memoria, estamos querendo dividir
a rede em sub-redes, surgindo um problema nas bordas: algumas variaveis dependem de
varidveis que estao em outras sub-redes, ou seja, em outros n6s. Retomando a analogia no
hino nacional seria como, se por alguma confusio tipografica, nos tivesse sido entregue um
texto onde o ultimo verso é o primeiro, o primeiro é o segundo, o segundo é o terceiro, e
assim até que o penultimo acaba sendo o ultimo. No entanto, continuamos querendo que o
processador 1 nos dé o total de letras das 2 primeiras estrofes, que o processador 2 nos dé
o total de letras da 3° e 4° estrofes, e assim sucessivamente. Assim, precisamos fazer uma
comunicagao entre os nés: enviamos a primeira linha do processador 1 para o processador
10, a primeira linha de 2 para 1,... S6 entao procedemos a contagem. Torna-se clara a
necessidade de um mecanismo de comunicacao entre os nés, o que é feito através de uma
central chaveadora (switch).

GNA paralelo

Numa computacao serial na qual se utilizam nimeros aleatérios, a maior preocupacao é de
que estes nao estejam correlacionados; bons GNA nos garantem isso. Um problema extra
que aparece numa computacao em paralelo é a possibilidade de que sequéncias de niimeros
aleatorios geradas em diferentes processadores possam estar correlacionadas. Como saber
se em dado momento a sequéncia do processador 3 nao comeca a repetir a sequéncia do
processador 67



Capitulo 3. Simulacoes 81

Como explicado na se¢do sobre ntimeros aleatorios, o algoritmo de Marsaglia nos garante
que sequéncias disjuntas serdo geradas para 23! valores de niimeros inteiros; assim, basta
escolher um ndmero diferente para cada processador. Em nosso trabalho, utilizamos como
semente um numero funcao da identificagao do processador, ou seja, funcao da variavel
my_rank.

3.5.3 Construcao dos grampos e cruzes

O procedimento para identificagdo dos sitios e elos, e da construcao de grampos segue
[194,195].

Seja uma rede hiperciubica de lados N, (1 < u < d) com os sitios identificados por
coordenadas © = (z1, %2, ..., 2q4) (0 <z, < N, — 1), e volume total HZ:1 N,,. Introduzimos
um endereco global do sitio através de

d u—1
J)=1+z1+ Y z, [[ N (3.151)
k=1

u=2

(e.g., numa rede de lado 4 x 8, J((1,2)) =1+ 1+2 x 4 =10).

Com vistas & paralelizagao é interessante considerar uma classificacao dos sitios em
pares e impares, distribuidos como num tabuleiro de xadrez (figura 3.7). A vantagem
deste procedimento estd no fato de que na atualizacao de sitos pares, precisamos apenas
da informacao sobre os sitos impares, o que facilita a vetorizacao. Ademais possibilita a
transmissao de muitos dados ao mesmo tempo, reduzindo o tempo de laténcia. Desta forma,
passaremos a classificar um sitio de par (impar) se a soma ZZ:1 x, for par (impar).

Dividimos a rede entre p processadores: se cada processador for responséavel por n =
HZ m,, sitios, teremos

p=]]M., (3.152)
u
onde
M, =N,/m, . (3.153)

Para manter o ordenamento par/impar é necessaro que n seja um namero par. Fica claro
das defini¢oes que se M, # 1 a diregao p estara dividida em diferentes processadores.

Discutamos agora as classificagoes dentro de um processador P (os processadores vizin-
hos serao referidos como P + u1): em cada uma dessas sub-redes temos V' = n/2 sitios pares
ou impares e podemos aferir um endereco local, 7, a cada um dos sitios, obedecendo a regra
expressa em (3.151). Da mesma forma, definimos enderegos locais de paridade especifica l.

Podemos estender a idéia de paridade aos elos: U, (zo) podera ser reexpresso unicamente
em P pela sua paridade e endereco local

_ [ EL() (o ésitio par )
Un(o) = {Ou(l) ( o é sitio impar ) ’ (3.154)

Outra quantidade importante é o vetor de vizinhos: ve(l, u) lista os enderecos locais dos
vizinhos do sitio [ na dire¢ao u (segue similarmente a defini¢do para v,(l, u)). E claro que
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Fig. 3.7: Divisao da rede em sitios pares (B) e impares(1) (tabuleiro de radrez).

se, por exemplo, a direcao u estiver dividida, os vetors de vizinhos deverao ter a informacao
dos enderecgos dos vizinhos no processador P + p. Assim, o nimero de componentes deve ser
estendida de V + 1 para V + V/m,; dizemos que V//m, é o ntimero de sitios problemdticos
na fronteira P/P + u. Esta abordagem corresponde & tradicional técnica de area estendida
usada, por exemplo, na resolu¢ao exata do modelo de Ising em 2D [196]. As quantidades
acima estao exemplificadas na figura 3.8 para uma rede 2 x 8.

Grampos E,(;,),(xo)
Analisando a expressao para este grampo
S0 (w0) = U, (w0 + fio) U, (w0 + 2)Uf (20) (3.155)

percebemos que teremos que tomar cuidado com a direcao pg e v, ja que o grampo depende
de elos em x4+ [ig € xo + 7, ou seja, se uma dessas direcoes estiver dividida entre diferentes
processadores os sitios probleméaticos precisardao de informacao de elos de processadores
vizinhos o que exigird troca de mensagens.

Definimos uma matriz temporaria 1" de acordo com

T = U} (zo + 0)U} (z), (3.156)
para depois construir o grampo com
S (wo0) = U (o + f10)T. (3.157)

Em direcoes divididas, precisamos dos seguintes passos: separar e preparar os elos a
serem trocados entre processadores, enviar os elos para o processador vizinho e dele receber
os elos de que precisar. No programa todos estes passos sao realizados numa tinica sub-rotina
denominada SETLINK.

E claro que ela poder4 ser utilizada tanto no caso de (3.156) quanto de (3.157).

Grampos E&;,),(xo)
O caso deste grampo é um pouco mais complicado; de

2G)(w0) = Ul(wo — 0 + f10) U}, (z0 — 2)U, (w0 — ) (3.158)
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vemos que os sitios probleméticos poderiam precisar de elos de até 2 processadores vizinhos.
O truque utilizado é temporariamente utilizar como sitios base x¢o—7 e construir E,(;,), (xo—7)
para s6 entdao deslocar o grampo calculado na direcao v e obter (3.158). Os passos sao
bastante similares aos do grampo positivo, com excecao do deslocamento da matriz que
exige uma comunicagao diferente. Todos estes passos sdo colocados em uma tnica sub-
rotina, SLIDEMATRIX.

Cruzes

A construcao das cruzes
d
h(zo) =Y _[Uulwo)g!(zo + ) + Ufwo — @) g (z0 — )] - (3.159)
pu=1

possui as mesmas dificuldades dos grampos e, portanto, pode ser aplicada a mesma solugao.
Para o primeiro termo entre colchetes utilizamos a rotina SETLINK e para o segundo termo
usamos SLIDEMATRIX.

3.6 Sumario dos passos

Nesta secao esquematizamos os passo gerais a serem seguidos até a obten¢ao de uma confi-
guragao de elos com calibre fixado:

1. Iniciar com uma configuragao de elos (quente, fria, guardada);
2. Termalizar (relaxar) a rede até que alcance a configuragao de equilibrio;
3. Salvar uma configuracao a cada np,, > 27 geradas;

4. Com cada configuracao pode-se calcular ja valores de grandezas invariantes de calibre
(a plaqueta, por exemplo);

5. Para o propagador do glion é necessario fixar o calibre; dada {U,(z)} achar {g(z)}
que minimize o funcional £ usando um dos métodos de minimizag¢ao descritos.

6. Com a configuracao fixada utilizam-se as férmulas do propagador do glion apresen-
tadas no capitulo 2.
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Capitulo 4

Resultados

4.1 Introducao

Aplicando os métodos de simulagao introduzidos no capitulo anterior ao problema do
propagador do glion na rede euclidiana, discutido no capitulo 2, podemos obter resulta-
dos numéricos com erros bastante satisfatorios e compara-los com algumas das predigoes
analiticas apresentadas.

Neste capitulo, apresentamos os resultados de simulagoes do propagador do glion em
YM3 no calibre de Landau para 4 espagamentos de rede diferentes (8 = 3.0,4.2,5.0,6.0) em
redes de volume pequeno (V = 83,163, 32%) e grande (V' = 403,803, 140%). Nossa analise dos
dados enfatiza a influéncia da discretizagao e do volume finito na forma do propagador. Isto
reflete os dois principais limites que queremos atingir para podermos comparar os resultados
da rede as teorias continuas: o limite de volume infinito e o limite do continuo.

Fazemos ajustes de nossos resultados com formas analiticas discutidas no capitulo 2
e outras aqui sugeridas. Fazemos isto utilizando o grupo de redes § = 4.2,5.0,6.0 e
V = 403,802, 1403, por estarem mais proximas da regido de escalamento!. A partir dos
melhores ajustes fazemos o contato com o problema do confinamento no cenario de Gribov-
Zwanziger /Kugo-Ojima. Também investigamos a fun¢do de Schwinger em busca de possivel
violacao de positividade.

Na dltima secao relatamos os dados referentes ao desempenho da pilha de pc’s e dos
algoritmos nela utilizados.

4.2 Resultados das simulacgoes

A configuragao inicial de elos é sempre aleatoria e para termalizagdo usamos o algoritmo de
sobre-relaxagao hibrida (HOR). Como descrito no capitulo 3, cada iteragdo HOR consiste
de uma varredura de banho térmico (ergodica) seguida de m varreduras microcanoénicas
(ndo-ergodicas). Usamos m = 4 para as todas as redes, a excegdo da rede de 1403, onde
m = 5. Para otimizar o Banho-Térmico implementamos os dois métodos de geracao de
matrizes SU(2) descritos na se¢do 3.3.3 [181] com acytory = 2. Na tabela 4.1 apresentamos,
para cada acoplamento § e volume da rede V', os parametros usados para as simulagoes
nas redes grandes. Nas redes pequenas (V = 82,163, 323) usamos sempre 3000 varreduras
de termalizacao para gerar 200 configuracoes, com 300 varreduras entre duas configuracoes

1 S0 as redes utilizadas no artigo [34].
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153 V' Configuracoes Termalizacao Varreduras psor

3.0 40° 400 1100 100 0.70
3.0 803 200 2200 200 0.80
3.0 140% 30 2750 250 0.88
4.2 40° 400 1100 100 0.70
4.2 803 200 2200 200 0.80
4.2 1403 30 2750 250 0.88
5.0 403 400 1320 120 0.69
5.0 803 200 2420 220 0.80
5.0 140° 30 3080 280 0.88
6.0 403 400 1540 140 0.68
6.0 80° 200 2680 240 0.80
6.0 140° 30 3300 300 0.87

Tab. 4.1: Pares (8,V) considerados nas simulagoes de redes grandes e os respectivos nii-
mero de configuragoes, numero de varreduras HOR para termalizagao e entre
duas configuragoes vdlidas, e o pardmetro psor usado no algoritmo SOR.

validas (ndo tentamos encontrar o melhor parametro p,,, para cada rede, usamos pg,. = 0.66
para todas essas redes pequenas). Rodamos as redes 40 em um n6 tnico, as redes 80° em
dois nos e as redes 140° em quatro nos.

Para cada valor de 3 nas redes grandes avaliamos o valor médio da plaqueta, (W7 ;) ,
(ver tabela 4.2), 1til na avaliagdo do espagamento da rede e no tempo de auto-correlagio.
Também obtivemos o acoplamento com correcao de diagramas tipo girino,

ﬁ[ = IB <W1,1> . (41)

Podemos assim aproveitar o ajuste dado pela eq. 2 da referéncia [75],

BIVE = co+ %, (4.2)

onde, de acordo com a tabela IV desta referéncia,
co = 1.3405(31) e ¢ =—0.417(24) , (4.3)

e calcular a tensdo da corda em unidades de rede. A partir do valor \/o = 0.44 GeV
podemos calcular o espagamento da rede a e colocar todas as grandezas em unidades fisicas
(ver tabelas 4.2 e 4.3 ). Os erros provém da propagagao de erros’. O ajuste é vélido

2 Dada uma fun¢do u = f(z,y,z) a propagacao dos erros das medidas de z,y, z (varidveis por hipotese
descorrelacionadas) até u é dada através de

— 6_u22+ @22_‘_%22
Ou = oz ) % Oy % 92) %%

com as derivadas sendo avaliadas em Z,9 e Z.
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A (W11) Vo o a7l (GeV) Drmin (MeV)

40° 80° 140°
3.0 0.62399(7) 0.597(7) 0.737(9) 115.6(10) 57.9(5) 33.1(3)
4.2 0.741861(2) 0.387(3) 1.136(8) 178.3(14) 89.2(7)  51.0(4)
5.0 0.786869(2) 0.314(2) 1.402(8) 220.0(18) 110.1(9) 62.9(4)
6.0 0.824780(1) 0.254(1) 1.733(8) 271.9(22) 136.1(11) 77.8(4)

Tab. 4.2: Para cada B apresentamos o valor médio da plaqueta, a tensio da corda /5,
o tnverso do espacamento da rede em GeV e o menor momentum nao-nulo em
MeV'.

para (3 % 3.0, i.e. para os acoplamentos 3 considerados nos ajustes (8 > 4.2) estamos
seguramente bastante acima do regime de acoplamento forte (mais proximos da regido de
escalamento).

Para a fixacdo numérica de calibre usamos o algoritmo de sobre-relaxacao estocéstica
(SOR) com atualizagdo par/impar. Na tabela 4.1 estd mostrado o pardmetro pg,. usado
para cada par (3,V) das redes grandes. Consideramos o calibre fixado quando o valor
médio de [(V - A)*(z)]2, eq. (2.86), é menor que 102,

Para metade das configuracoes da rede V = 803 foi usada a fixagdo numérica de calibre
via método de Cornell com parametros oo, = 0.325,0.32,0.316 para 8 = 4.2,5.0,6.0,
respectivamente. De fato, o método de Cornell é um pouco mais rapido que o algoritmo
SOR, com qualidade de fixagdo parecida se usamos a atualizagdo par/impar. Encontramos
para 3 = 4.2 que a razdo entre o valor final e inicial da soma das cargas X, eq. (2.87), esté
(em 95% dos casos) em torno de 5.3 X 107'% no método de Cornell e 2.4 x 107! no algoritmo
SOR. O tempo médio de CPU necessario para atualizar cada sitio é aproximadamente 11%
menor para o método de Cornell.

Em qualquer um dos casos, o tempo de CPU necessario para a fixacdo do calibre foi
muito significativo para as redes grandes. Para redes ainda maiores que 140% provavelmente
serd necessaria a implementagao de algum algoritmo global de atualizacgao.

Nas figuras 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4 graficamos o propagador do glion adimensional para
B = 3.0,4.2,5.0 e 6.0, respectivamente. Em cada figura pode se verificar a mudanca na
forma do propagador com o aumento do volume. Comparando gréficos identificados pela
mesma letra nestas figuras observa-se esta mudanca para diminuigdo da discretizagdo (3
crescente).

B a (fm)  Volume fisico da rede (x1000 fm?)

40° 80° 140°
3.0 0.2678(32) 1.23(4) 9.8(4) 52.7(2)
4.2 0.174(1) 0.337(6) 2.6(5) 14.4(2)

(6
50 0.1407(8) 0.178(3) 1.43(2) 7.6(1)
6.0 0.1138(5) 0.094(1) 0.75(1) 4.04(5)

Tab. 4.3: Para cada B apresentamos o espacamento da rede em fm e o volume fisico da
rede em fm?.



88

Capitulo 4. Resultados

a b
1.5 1
l, -
o
% 05| |
O & ‘
=
05 1
-
< = -
o
<
L L L L 0 L L L L
05 0 05 1 15 2 25 3 35 4 05 0 05 1 15 2 25 3 35 4
p’ p?
c d
0.75 0.75
HONOR %
o T .
T =
*Ir
05 o . 05+ .
Bes
& < &
<« Q.
a a E=
R ESS
L o | L < |
0.25 - 0.25 -
= _ =
=
= =
R =
L L L L L L L L
05 0 05 1 15 2 25 3 35 4 05 0 05 1 15 2 25 3 35 4
p’ p’
e f
0.75 0.75
05
e
‘Q
0.25 -
O L L L L L L L L
1 15 2 25 3 35 4 05 0 05 1 15 2 25 3 35 4
a2
p

Fig. 4.1: D(p?) x p2 para B = 3.0. a)83, b)16°, ¢)323, d)40°, ¢)80°, f)140°.



Capitulo 4. Resultados 89
a b
3
2
- [
15 - 1
2 | -
Iar
RS ol 1
«Q =
ir 1 =
= 05 1
s
=
L L L L L L L _e_\ _69_ _e_ _9_ _6-69_
0 L L L L L L L
05 0 05 1 15 2 25 3 35 4 05 0 05 15 2 25 3 35 4
lsz '32
C d
15 15
125 L 1 125 F 1
B =
Fos
1+ 1 1+ O 1
r
@
® 075 | 1 ®oorst —
«Q «Q
@ =
05 | 1 05 | 1
=
=
025 - - 1 025 - < o 1
-
<
T o ooce © o oocom
0 L
05 0 05 1 15 2 25 3 35 4 05 0 05 15 2 25 3 35 4
f)Z f72
e f
15 15
125 L 1 125 F
i N
S
1t - 1 1f
F o
® 075 | o= 1 ®oorst
«Q «Q
@
>
05 | T 1 05 |
=
“=
=
0.25 |- =N ] 0.25 |-
%j@:%
0 L L L L
205 0 05 1 15 ~05

~

4.2: D(p?) x p? para = 4.2. a)8%, b)163, ¢)323, d)403,

e)80%, f)1403.



Capitulo 4. Resultados

90

05

15 -

a

05

Fig. 4.3:

D(p2) x p2 para B = 5.0. )83, b)163,

3
25 - 5 1
2, o
® 15| - 1
1, o
=
05 - 1
=
0 ‘ ‘ ‘ T e e ee
05 0 05 1 15 2 25 3 35 4
'32
2
r
15 & 1
@
Na)
s
o
05 - i
o
g
< o
o T e ooocem
05 0 05 1 15 2 25 3 35 4
'32
2

¢)323, d)403, ¢)803, f)1403.



Capitulo 4. Resultados 91
a b
4 T
4
D
T 1
3 . -
3 | -
25 - 1
RIS 1 %2
a e 2; 8
o
15 q
1 1 1 b ,
=
0.5 = q
<
| | I I < I I h - 0 | | | | < LS o O
05 0 05 1 15 2 25 3 35 4 05 0 05 1 15 2 25 3 35 4
lsz '32
¢ d
2.5 25
& -
2k 1 2 T .
*r
15 Rus g 15t 4
B =
a ) Re=g
1t : 1t 8
o
RS
05 - = . 05 - = 1
= =
- o -
A A~ e << S FoE TS 0 . T e eeoeocccom
-0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 -0.5 0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4
p’ p?
e f
2.5 2.5
2 @ : 2+
0N
15 | o 1 15 F
B =
«Q ar «Q
1t - : 1t
=
==
05 - = 1 05
j@:%
L L L L L L 0
-0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 -0.5

D(p?) x p2 para B = 6.0. )83, b)163, ¢)323, d)403,

e)80%, f)1403.



Capitulo 4. Resultados 92

4.2.1 Colapso de dados

Para compararmos os dados em diferentes 3’s aplicamos o método do colapso de dados?
descrito em [41, Sec. V.B.2].

Qualquer que seja a regularizacao escolhida em uma teoria quéntica de campos, a renor-
malizagdo envolve um regulador ¢ e uma escala de energia p a partir da qual as quantidades
fisicas sao definidas. Por exemplo, em Yang-Mills temos a seguinte relacao entre o propa-
gador nu (D(¢?,§)) e o renormalizado (Dg(q?, p)):

Dr(q®, 1) = Z3 " (1, 6)D(q”,6) (4.4)

Note que o lado esquerdo nao depende do regulador §, j4 que destas grandezas renor-
malizadas retiramos as quantidades fisicas, as quais nao podem depender do método de
regularizacao. Na rede temos § igual ao espacamento da rede e em nossa notacao a equagao
acima fica

Dg(q*, 1) = Z3 (1, a)D(¢*, a) , (4.5)
ou ainda
Dr(¢’, 1) = Z3" (1, a) a® D(ga) . (4.6)

A idéia do colapso de dados é comparar a expressao acima para dois espacamentos de redes
diferentes (o que equivale a dizer dois 8’s diferentes):

D Zs (1, a7)Dr(q?, 1) /a2
A(qaf) _ 3(k, ay) R((Z2 w)/ 5 _ RZRG_Q : (4.7)
D(ga.)  Z3(p; ac)Dr(q? 1)/ a?
onde
Zy  Zs(p, ay)
= _—= — 4_
Bz Z,  Zs(wac) (48)
ay
= —_— . 4.
R, ” (4.9)

Note que ja temos R,, precisamos apenas encontrar K.

Investigamos efeitos de volume finito comparando dados em redes de tamanho diferente e
mesmo (. Desta maneira encontramos (para cada ) um intervalo de momenta ultra-violeta
(UV) para o qual os dados estao livres das corregoes de volume finito. Fazemos entao um
colapso de dados para estes momenta em V = 403, jA que para esta rede grande os erros
sdo menores (~ 1%).

Explicitamente, para colapsar dados obtidos em dois valores diferentes de [ primeira-
mente interpolamos os dados para o maior 3 (rede mais fina) usando o método de spline
cibico [37]. Entao encontramos o fator multiplicativo R correspondente ao melhor ajuste
x? da rede mais grossa para o mesmo spline. O erro em R, é estimado usando procedi-
mento similar ao descrito em [41]. Nao fixamos o fator global Z impondo uma condicdo de
renormalizacdo, como feito por exemplo na referéncia [140] (nosso caso equivale a arbitrar

Z(a) =1em § =6.0).

3 Matching technique.
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Fig. 4.5: Grdfico do propagador do glion reescalado como fun¢ao do momentum da rede
para V. =280% e B =4.2(x), 5.0(0), 6.0(0). O sequndo grifico mostra somente
a regiao infravermelha. Erros sao obtidos a partir da propagacgao de erros.

O método funciona muito bem (ver figura 4.5), os dados obtidos apds o colapso estdo
mostrados, para V = 803, na figura 4.5. Claramente, encontramos que o propagador do
glion decresce no limite infravermelho para momenta menores que pge., 0 que corresponde
a escala de massa no propagador tipo-Gribov. Da figura estimamos pge. = 350“:%80 MeV, em
concordancia com a ref. [32].

4.2.2 Propagador do glion na rede em momentum zero

Na figura 4.2.2 graficamos o propagador do glion reescalado em momentum zero, ou seja
aD(0)/Z(a), como fung¢ao do lado da rede, L™' = 1/(aN), em unidades fisicas (fm™1).
Vemos que aD(0)/Z(a) decresce monotonicamente com aumento de L, de acordo com ref.
[33]. E interessante notar que estes dados sio bem ajustados usando o Ansatz d + b/L¢,
tanto com d = 0 quanto d # 0 (ver figura 4.2.2). Para escolher entre estes dois possiveis
valores precisariamos ir para redes ainda maiores. Planejamos estender estas simulagoes para
B = 3.4 e redes de tamanho até 2603, permitindo-nos considerar um valor de L~! ~ 0.017
fm~L. (Tsto requereria rodar a rede em todos os nos da pilha de 16 pc’s)

4.3 Ajuste a formas analiticas
Ajustamos os dados usando uma foérmula do tipo-Gribov (ou ainda, tipo-Stingl)

s+ zp*®

. 4.10
Y+ (P + ) (410)

DStingl (p) =

onde z,s,a,x e y sao parametros de ajuste. Para o nao-negativo isto implica em um
propagador do glion finito no limite IR, com um comportamento dado por Dgiing(p)
(s+2zp**). Se y? > 0 esta forma corresponde a um propagador com polos em m3 = —z +1y,
enquanto se y? < 0 os polos sao reais. Notamos que o expoente IR & considerado nos estudos
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Fig. 4.6: Grdfico do propagador do glion em momentum zero reescalado como func¢ao do
lado da rede para = 4.2(x), 5.0(0), 6.0(0). Mostramos também o ajuste
usando o Ansatz d + b/L° tanto para d =0 e d # 0. Erros sao obtidos a partir
da propagacao de erros.

das EDS é dado em termos de « por k = (14 «)/2, assumindo D(0) = 0. Resultados deste
ajuste para os dados da rede (ndo reescalados) D(k) sdo apresentados na tabela 4.4. Vemos
que a decresce com o aumento do volume da rede. Ademais, y> > 0 e z < |y|, sugerindo
o cenario de poélos puramente imaginarios encontrado em |[138]. Lembramos que que os
polos do propagador do glion sao invariantes de calibre em todas as ordens da teoria de
perturbagao [197,198].

Nota-se, no entanto, que este ajuste leva em geral a um comportamento UV errado,
ou seja Dsingi(p) ~ p?*~*. Isto ndo é um problema sério, j4 que o maior momento que
acessamos é de aproximadamente 3.5 GeV, i.e. nao estamos de fato explorando o limite
UV. Por outro lado, o expoente o em (4.10) tem papel tanto no regime IR quanto no
UV. Assim, os valores obtidos para a correspondem a uma média do comportamento do
propagador nestes dois regimes. Em particular, j4 que esperamos D(p) ~ p~2 no limite UV,
é provavel que o comportamento IR do propagador seja dado por um expoente o menor que
os apresentados na tabela 4.4.

Para verificar isso fazemos z = 0 e introduzimos uma dimensao anémala ~:

s+ zp*®

y2 + p2(+m) (4.11)

DAnomalous (p) =
Resultados deste ajuste também estao na tabela 4.4. De fato, obtemos valores de o menores
que os da forma anterior (e ainda decrescente com o aumento do tamanho fisico da rede).
Para dimensao anémala obtemos v = 0.65, com pequena dependéncia em V' e 5. O problema
da forma (4.11) é que a introdugado de -y compromete a interpretagao fisica dos polos.



Capitulo 4. Resultados 95

ﬂ V DStingl (P) | | DAnomalous(Z;)
o x Y (6] Y
4.2 40° 0.69(2) 0.17(2) 0.42(1) 0.48(4) 0.29(1)
4.2 80° 0.66(2) 0.17(2) 0.36(1) 0.46(4) 0.24(1)
4.2 140% 0.61(4) 0.19(4) 0.35(3) 0.38(6) 0.25(2)
5.0 40% 0.77(3) 0.11(2) 0.28(2) 0.53(6) 0.152(8)
5.0 80 0.71(2) 0.11(1) 0.214(9) 0.45(3) 0.118(6)
5.0 140° 0.71(3) 0.10(2) 0.22(2) 0.44(6) 0.12(1)
6.0 40° 0.86(3) 0.069(8) 0.20(2) 0.64(6) 0.082(6)
6.0 80° 0.84(2) 0.032(6) 0.166(8) 0.65(5) 0.051(3)
6.0 140° 0.80(2) 0.037(8) 0.123(7) 0.55(6) 0.040(4)

Tab. 4.4: Ajustes dos dados as formulas (4.10) e (4.11). Em todos os casos x?/d.o.f. € de
ordem 1.
Finalmente, também tentamos a forma
s+ zp*

Dnovo(p) = ﬁ - (412)
Esta corresponde a um propagador com polos puramente imaginarios m% = =iy e ao
mesmo tempo permite uma separacao nitida entre o comportamento IR e UV dos dados.
O problema é a instabilidade do ajuste em redes pequenas, dada a escassez de pontos no
IR. No entanto, para V = 140 o ajuste funciona bem e obtemos a = 0.27(6), 0.29(7),
0.38(8) respectivamente para § = 4.2,5.0,6.0 e v &~ 0.72. Assim, « é da ordem de 0.3,
correspondendo a k & 0.65. (Novamente verifica-se o decréscimo de o com aumento do
volume fisico da rede.)

Para verificar possiveis efeitos de quebra de invariéncia rotacional [199| refizemos nossos
ajustes substituindo p?(k) por p?(k) = p?(k) +pl¥ (k) /12 (ver [200]). Espera-se que esta mo-
dificacao tenha papel importante apenas no UV. Para todos valores de 3 e V obtemos bons
ajustes e resultados similares aos apresentados acima. Em particular, usando a expressao
(4.10) ainda se obtém y?> > 0 e z < |y|. Ao mesmo tempo, para as trés formas acima, «
decresce com o aumento do volume fisico, mas seu valor é de aproximadamente 20 — 30%
maior que os apresentados na tabela 4.4 e acima. Usando expressdo (4.12) e dados para
V = 140? encontramos o = 0.32(7), 0.39(8), 0.59(12) respectivamente para 8 = 4.2,5.0, 6.0
e v =~ 0.7. Isto implica em valores de kK = (1 + «)/2 um pouco maiores. Anélise destes
efeitos de discretizacao e a influéncia no expoente critico x é uma continuacao natural deste
trabalho.

4.3.1 Transformada parcial de Fourier

O bom ajuste dos dados das simulagoes a formas tipo-Gribov desperta interesse na inves-
tigagao numérica de suas transformadas parciais de Fourier, ji& que, como detalhado na
secao B.9, estas nao seriam sempre positivas. Isto tem consequéncias no entendimento do
confinamento.

Podemos representar® o propagador total de uma teoria de campos interagente em termos

4 Representagao de Lehman, também conhecida como Kéllen-Lehman [29, 30].
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do propagador livre A(x, m?) e de uma fungao espectral p(m?) niao-negativa
+o0
D(z) :/ dm?p(m?)A(z, m?). (4.13)
0

A positividade de p(m?) provém da exigéncia de positividade dos produtos escalares no
espago de Hilbert. Em (4.13) é clara a suposi¢do da existéncia de estados assimptoticos
livres, base também para o formalismo da teoria de colisdes LSZ [87]|. Evidéncia de valores
negativos para p(m?) é considerada condigio suficiente para o confinamento de cor [18,43].
No espaco de Euclides a condicao de positividade é dada pelo axioma da positividade
especular® |24, 25| que no caso de fungoes de Green de 2-pontos ¢ escrita como [43]

/ dhwdty F(2,—20)D(x — y) F(F.50) > 0 | (4.14)

onde f(&,x¢) sdo fungoes teste complexas (zo > 0). Integrando sobre os momenta espaciais,
a relacao acima é reescrita como

/OOO dtdt' f(t',Q)C(—(t+ 1), 9 f(t,q) >0, (4.15)

deixando claro que se
C(—(t+1t),q) <0 (4.16)

em algum intervalo de seu dominio a condigdo de positividade (4.15) é violada. Para §= 0
temos a funcao de Schwinger

C(t) = C(t, 7= 0) = / ‘;_‘jfeiqota(qg) , (4.17)

onde o(g7) ¢ uma fungao escalar associada ao propagador que estamos considerando (em
nosso caso o(q2) = D(g2,¢ = 0)). Da defini¢cdo acima é claro que C(t) é uma fungdo par.
Assim, se encontramos regides ou pontos em t > 0 para o qual C(t) < 0, a condicdo de
violagdo (4.16) é respeitada.

Como detalhado na secao B.10, utilizaremos como versao discretizada da funcao de
Schwinger a expressao

N-1
1 .
Ct) =7 > _ ™" D(ko) , (4.18)
ko=0
que adimensionalmente é dada por
| N2 )
C(t) = ~ D " eP?hlND (k) (4.19)
ko=0

Investiga-se principalmente o decaimento da funcao de Schwinger, pois ele traz infor-
macoes sobre a massa da particula associada ao campo do propagador. Por exemplo, para

5 Reflection positivity.
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Fig. 4.7: Funcdo ©(t) para o propagador de Gribov (m = 1).

o propagador massivo livre temos C(ﬂ x e e g investigacao de seu decaimento é feita
usando a grandeza
) C(#
AC(t) = log # . (4.20)
C(t+1)

No caso do propagador massivo livre teriamos Aé(t) = m. No entanto, para investigar esta
grandeza em nosso caso, onde as fungoes de Schwinger trocam de sinal, ndao podemos usar
(4.20), pois esta envolve logaritmos.

Alternativamente definimos no continuo uma grandeza ©(t, a) como

Ot a) = % [% - 1} ; (4.21)

no limite em que a — 0 temos

1 . Ct)=C(t+a)

O(t,a=0) = o0 lim " ; (4.22)
_ =@
= < (4.23)

o mesmo limite da versdo continua de (4.20). Assim, evitamos os logaritmos definindo na
rede a grandeza

A

o(t) = & -1. (4.24)

Ct+1)

Os resultados para C(ﬂ em todas as redes sao mostrados nas figuras 4.8, 4.9, 4.10 e
4.11 para 8 = 3.0,4.2,5.0 e 6.0, respectivamente. Os erros sao bastante pequenos na escala
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destes graficos e ndo sdo mostrados. E bastante claro que & medida que aumentamos o
volume da rede, C(ﬂ comeca a ter valores negativos. Em nossas simulacoes encontramos
este comportamento para redes maiores que 322, em todos os 3’s. Para as redes de 80° e
140® o comportamento oscilatorio é evidente.

Ampliacoes das redes 80° e 140° para B = 5.0 e 6.0 sao mostradas na figura 4.12.
Mesmo com as barras de erros introduzidas, os valores negativos e a oscilagao da funcao de
Schwinger sao indiscutiveis. Gréfico logaritmico onde as barras de erros foram removidas
sao apresentadas para estas redes em 4.13; as cuspides nestes graficos indicam a troca de

~ A

sinal de C(t) .

Temos assim clara indica¢io de violagdo da positividade em YM?, condi¢ao suficiente
para o confinamento de cor nesta teoria.

Se usarmos a funcao de Schwinger associada ao propagador de Gribov (eq. (B.127)) na
defini¢do (4.23) do continuo teriamos

Ot,a=0) = - [1 + tan(™2 4 3)} ; (4.25)

V2 V2 4

a forma acima é graficada na figura 4.7. Ela possui divergéncias nos pontos

\/5 T m
t=""(en+12-7) 4.26
Y (G (426)
com distancia fixa entre si. Para as redes 802, 140% com B = 5.0, 6.0, graficamos na figura
4.14. a grandeza O(%). E clara a existéncia de divergéncias do tipo tangente encontrado em
(4.25), mas com distancia progressivamente menor entre elas.

4.4 Performance computacional

Como mencionado no capitulo anterior, nossas simulacoes foram feitas na pilha de pc’s do
IFSC-USP, um sistema com 16 noés e um servidor, todos com 866 MHz Pentium III CPU.
Os noés tém 256 MB de memoria RAM (a 133 MHz) e o sistema operacional é o Debian
GNU/Linux (versao 3.0r0). As maquinas estdo conectadas por uma rede Fast-Ethernet 100
Mbps full-duplex através de um chaveador 3COM. Os diretérios dos usuarios estao localizados
no servidor, o qual possui dois discos SCSI, e sao “montados” pelos n6s usando NFS. O
servidor nao é usado nos calculos.

Nosso programa, assim como o pacote QCDMPI do qual partiu, esta escrito em FORTRAN
77 utilizando a biblioteca MPI para comunicagao inter-nés. O programa pode rodar em uma
rede de dimensao d > 2, apesar de s6 o utilizarmos nesta tese em d = 3. Utilizamos a
implementagdo MPICH (versdo 1.2.1-16) e o compilador g77 (versdo 0.5.24). Na compilacdo
foram utilizadas as opg¢oes:

-march=pentiumpro -fomit-frame-pointer -mpreferred-stack-boundary=2 -03.
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M | Topologia dos nés | thy | tme

1 1x1x1 10.341(4) | 6.0190(1)
) 2x1x1 5.6(2) | 3.2099(4)
4 2x2x1 2.78(2) | 1.6958(3)
4 4x1x1 2.898(6) | 1.817(3)
8 2X2x2 1.435(7) | 0.8881(3)
8 4x2x1 1.48(2) | 0.9125(6)
8 8x1x1 1.9(1) | 1.236(4)
16 4x2x2 0.758(7) | 0.4732(3)
16 4x4x1 0.75(1) | 0.4614(4)
16 8x2x1 0.849(8) | 0.5677(3)
16 16 x 1 x 1 1.25(1) | 0.6735(5)

Tab. 4.5: Tempo médio de CPU (em us) para atualizar um elo U, (z) usando algoritmo de
Banho-Térmico (tp,) ou microcanonico ().

Como visto, o primeiro passo nas simulagoes é a termalizacao, o que em nosso caso
foi feita usando o algoritmo HOR; isto requer centenas de varreduras da rede correspon-
dendo a varias horas para produzir uma nova configuracdo. O segundo passo, avaliacao
dos observaveis, em nosso caso é ainda mais demorado. A avaliacao do propagador ¢é feita
apos a configuracao ter seu calibre fixado por algum método de minimizacao. Precisamos
frequentemente de milhares de iteracoes de forma a alcangar a precisao estabelecida (por
exemplo Yo < 107'%). A computagio em si do propagador do glion é, comparativamente,
de duracdo desprezivel®. Assim, para valores de redes utilizados na tese, uma simulacao
completa pode levar varios meses. Em particular, para gerar os dados desta tese [34], o
programa rodou na pilha de pc’s por quase trés meses. Na proxima sub-secao relatamos em
mais detalhes os tempos das simulagoes. Notamos desde ja que o tempo total de CPU por
configuragdo pouco muda com alteragoes no parametro 3. (Para menores (maiores) valores
de 8 gasta-se um pouco menos (mais) tempo para termaliza¢do e um pouco mais (menos)
tempo para a fixagdo do calibre.)

Relatamos abaixo algumas rodadas feitas para testar o aumento da perfomance e efi-
ciéncia do programa [44].

4.4.1 Aumento da perfomance a volume fixo

Fizemos testes para os algoritmos, considerando uma rede de volume fixo V = 643, usando 1,
2,4, 8 e 16 n6s. Notamos que o tamanho da rede é relativamente pequeno. De fato, pode ser
simulado em um tnico n6 (sem paraleliza¢do) usando menos que 20% da memoria. Assim,
ja que as comunicagoes sao proporcionais a drea da superficie da rede local em um no, os
testes correspondem a uma situacao mais desfavoravel que as consideradas nas simulagoes
completas mostradas anteriormente neste capitulo [34].

Nas tabelas 4.5 e 4.6 apresentamos o tempo médio de CPU (em micro-segundos) necessé-
rio para atualizar o elo U,(x) usando os algoritmos de Banho-Térmico (¢,;) e microcanénico

6 Isto ndo é valido para o propagador fantasma o qual exigiria a inversio de uma matriz muito grande.
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M | Topologia dos nés | teor | tstec

1 Tx1x1 5.606(2) | 6.272(2)
5 2% 1x1 2.9650(7) | 3.205(1)
1 2% 2 x 1 1.560(1) | 1.7232(5)
4 4x1x1 1.6063(5) | 1.789(1)
8 2% 2 %2 0.819(1) | 0.9011(4)
8 Ax2x1 0.833(1) | 0.9175(7)
8 8x1x1 1.0228(5) | 1.1133(4)
16 Ix2x2 0.4383(3) | 0.4771(2)
16 4xdx1 0.4315(4) | 0.4706(1)
16 8x2x1 0.4870(6) | 0.5296(2)
16| 16x1x1 |0.5924(4) | 0.644(3)

Tab. 4.6: Tempo médio de CPU (em us) para atualizar uma varidvel g(x) usando os mé-

todos de fizagao de calibre COR (teor) € SOR (tsioc)-

(tme), € 0 tempo para atualizar uma variavel g(z) usando os métodos de fixacdo de calibre
de Cornell (COR) (o) € sobre-relaxagao estocastica (SOR) (st0c). Estes tempos sdo dados
para diferentes valores dos niimeros de nos M e diferente topologia de noés (tridimensional).

4.4.2 Aumento de performance a volume variavel

Também consideramos testes a volume variavel, considerando cinco topologias de nés dife-
rentes: 1 X 1 X1, 1x1x2,1x2x2 2x2x2e2x2x4,correspondente respectivamente
aM=1,2,4,8 e 16 n6s. Para cada topologia de nés simulamos trés diferentes volumes de
rede V.

Resultados destes testes sao apresentados nas tabelas 4.7 e 4.8 para diferentes niimeros
de n6s M e para varios volumes de rede. Como pode ser inferido das duas primeiras colunas,
o volume de rede é tal que a rede local v = V/M é sempre dado por um dos seguintes casos:
43162 e 643. Notamos que este arranjo esta perto do que realmente é feito nas simulacdoes.
De fato, quando fazemos simulagoes paralelas em volumes crescentes de rede na pilha de
pc’s € preferivel preencher a memdria em cada nd antes de aumentar o nimero de nds.
(Isto reduz a porcentagem de tempo gasto em comunicagao.)

Os tempos de CPU apresentados acima indicam que a paralelizagao é bastante boa para
os quatro algoritmos considerados (banho-térmico e micro-canonico para termalizagédo, e
COR e SOR para fixagao de calibre).

Os valores do aumento de performance S = t;/t) (e da eficiéncia E = S/M) sdo
bastante similares. A média dos quatro métodos é apresentada na tabela 4.9. Para anélise
a volume fixo apresentamos resultados para topologia de nés 2x2x1, 2x2x2e4dx4x1
respectivamente para os casos M = 4,8 e 16. (Isto corresponde a melhor performance para
um dado nimero de nos) Para volume varidvel consideramos os resultados obtidos usando
o maior volume de rede para cada topologia.

Claramente vemos que obtemos uma boa paralelizacao mesmo para o caso de volume fixo
e usando um volume de rede relativamente pequeno V. De fato, a eficiéncia decresce vagaro-
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82x16 | 5.8(6) 14(2)
322 x 64 | 0.763(2) | 0.5111(3)
1282 % 256 | 0.77(1) | 0.436(1)

M | 1% | ot | tme

1 43 4.76(1) [ 1.028(2)
1 163 8.05(6) | 4.1821(9)
1 64° 10.383(5) | 6.0186(1)
2 42 % 8 9.19(2) | 7.08(1)
2 | 16% x 32 4.9(1) | 2.7561(9)
2 | 642 x 128 | 5.39(7) | 3.1184(2)
4 4 x & 8.1(2) 7.4(3)
4 | 16 x 322 | 2.708(9) | 1.6940(9)
4 | 64x128% | 2.768(3) | 1.6175(3)
8 83 5.94(8) | 5.02(6)
8 323 1.54(2) | 1.0090(2)
8 1283 1.55(8) | 0.8447(3)
16

16

16

Tab. 4.7: Tempo médio de CPU (em ps) para atualizar um elo U,(x) usando algoritmo de
Banho-Térmico (tp,) ou microcanonico (tn,.) para volume varidvel.

samente quando dobramos o nimero de n6s, mas ainda é 0.84 em M = 16. Como esperado,
a performace é melhor para o caso de volume variavel quando consideramos grandes valores
do volume da rede local v em um n6. Como dito acima, este teste esta perto da situacao
encontrada nas simulagoes reais, onde as redes locais ocupam mais de 50% da memoria de
cada né.

Os dados para aumento de performace a volume varidvel, apresentados na tabela 4.9,
sao satisfatoriamente ajustados pela funcao

S(M) =M (1 — ¢log M) (4.27)

com ¢ = 0.038 £0.001. O gréfico correspondente é mostrado na figura 4.15. Isto implicaria
num aumento de perfomance de quase 400 para 512 nos.
A perda de eficiéncia ao ir de 1 para M nos a volume variavel V' e pequeno v é devido ao
efeito desfavoravel do uso da comunicagao inter-nés com relacao ao uso da memoria cache.
Concluimos que a paraleliza¢do de nosso programa funciona muito bem e que simulagoes
deste tipo sao bastante vidveis em pilhas de pc’s.
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M ‘ V ‘ tcor ‘ tstoc

1 43 1.21(7) | 1.60(1)
1 163 3.90(1) | 4.224(6)
1 643 5.606(2) | 6.272(2)
2 | 42x38 6.41(8) | 6.79(4)
2 | 162x32 | 2.413(5) | 2.679(4)
2 | 642 x 128 | 2.885(1) | 3.2329(4)
4| 4x8& 6.2(2) | 6.10(6)
4] 16x322 | 1.497(3) | 1.571(3)
4 | 64 x128% | 1.4935(2) | 1.6634(3)
8 8 453(6) | 4.64(5)
8 323 0.862(2) | 0.927(1)
8 128% | 0.7620(2) | 0.8528(1)
16 | 8 x 16 3.56(7) 4.4(2)
16 | 322 x 64 |0.4496(7) | 0.480(1)
16 | 1282 x 256 | 0.3942(3) | 0.4385(2)

Tab. 4.8: Tempo médio de CPU (em us) para atualizar uma varidvel g(z) usando os mé-
todos de fizacao de calibre COR (teor) € SOR (tsioc) para volume varidvel.

Volume fixo Volume variavel

S 1 E S [ E
1—2 | 1.87(2) | 0.937(8) | 1.96(2) | 0.981(8)
1—4 | 3.61(1) | 0.904(3) | 3.79(1) | 0.948(3)
1—8 | 6.91(2) | 0.863(2) | 7.31(8) | 0.91(1)
1— 16 | 13.38(6) | 0.836(3) | 14.5(3) | 0.88(1)

Tab. 4.9: Aumento médio de performance e eficiéncia.
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Conclusao e Perspectivas

Investigamos o comportamento na regiao do infravermelho do propagador do gltion numa
rede euclidiana. Introduzimos os principais conceitos inerentes & rede usando modelos de
spins e fizemos a conexao destes com teorias quanticas de campos discretizadas que mantém
a invariancia de calibre local.

Fizemos uma revisao do propagador do glion no continuo e sua conexao com o problema
do confinamento. Apresentamos o propagador discretizado e os resultados ji encontrados
na literatura. Conceitos de simulagao foram discutidos com vistas a sua aplicacao eficiente
neste problema.

E verificado o decréscimo do propagador do glion para p < 350 MeV . Nossos resultados
indicam que o propagador do glion tende a um valor finito no limite de volume infinito,
nao sendo, no entanto, descartada a possibilidade de que nesse limite ele se anule, como
previsto no cenario de Gribov e Zwanziger. Formas analiticas conhecidas ajustaram-se
bem aos dados, indicando a inexisténcia de polos reais e o provavel aparecimento de pélos
imaginérios no propagador do glion. A funcao de Schwinger assume valores negativos,
indicando violacao da positividade na teoria YM3. Interpretamos estes comportamentos
como sinalizacoes de confinamento.

Variando volume, topologia e niimero de nods verificamos que a paralelizagao de nosso
programa é bastante boa, indicando que este tipo de aplicacao é vidvel para pilhas de pc’s.

As analises de efeito de volume finito indicam que redes ainda maiores s2o necessarias
para acessar com mais precisao o valor do propagador em momentum nulo. Planejamos fazer
simulacoes em redes de até 260%, mas para isso precisamos utilizar um algoritmo global de
fixacao numeérica de calibre, a parte computacionalmente mais pesada de nossas simulagoes.

Trazemos a expectativa de estender nossos calculos para quatro dimensoes e grupo de
calibre SU(3), que é o quadro mais realistico, mas, como ja expressado, entendemos que qua-
litativamente nao existam diferengas essencias para o caso estudado nesta tese. Extensao
dos célculos para temperatura finita podem ser feitos rapidamente. Queremos também
analisar o propagador do fantasma e a influéncia de um condensado escalar na forma dos
propagadores. Céalculos com férmions na rede sdo muito dispendiosos e s6 terdao competi-
tividade quando aplicados em problemas ainda nao entendidos, como densidade finita, ou
nao muito explorados, como modelos fenomenologicos de hadrons [201-205] com os quais ja
temos alguma experiéncia [206-209].



Apéndice A
Notacao e Convencoes

Para estabelecer a notacao revisamos as motivagoes geométricas que levam ao Lagran-
giano de Yang-Mills; seguimos de perto a referéncia [22|. Trabalhamos no espago Euclidiano
cuja métrica ¢z, = 0,,, nao existindo razao em diferenciar indices superescritos e subescri-
tos ja que

no_ Vol — gybg B —
v 0" = g0 vt = vht = v, (A1)

Consideremos um campo vetorial complexo ¢(zx)
5

pa)=| (A2)
o™ (2)

#'(x) cujas N componentes sdo campos escalares complexos. A cada ponto do espago-tempo
esté associado um espago vetorial V,, do qual ¢(z) faz parte (z serve como uma etiqueta do
espago vetorial). Em cada V, define-se o produto escalar na forma

N
(z) - ¢'(z) =Y ¢ (2)¢' () - (A.3)
Com as defini¢oes acima, notamos que a agao

S = /ddﬂﬁ{@ucb(x) 0ud(@) + m?*é(2) - () + F(g() - d(x))} (A.4)

é invariante frente a uma mudanca de base (sentido passivo) ou rotacao (sentido ativo) do
tipo

¢'(z) = A™'¢(2) (A.5)

onde A é uma matriz N X N tal que
i) ATA=1; (A.6)
i) detA=1; (A7)

estas duas condigoes definem as matrizes do grupo SU(N), enquanto que tomando apenas
(A.6) temos as matrizes do grupo U(N).
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Em 1953 C. N. Yang e R. L. Mills [210] questionaram-se sobre as limitagoes de agoes do
tipo (A.4) serem invariantes apenas frente a mudancas de base globais e analisaram o caso
SU(2) em que a matriz de rotacdo dependesse de sua posi¢ao no espago-tempo, ou seja,

A= Az) ; (A.8)

a partir dai eles elaboraram uma teoria, ndo-abeliana, na qual as bases dos espagos vetoriais
locais V, podem mudar independentemente: este tipo de teoria ficou desde entao conhecida
como teoria de Yang-Mills.

Quando a acao é independente frente a rotagoes globais dizemos que o sistema sofreu
uma transformacao de calibre global ou de primeira espécie; quando as rotagoes sao locais,
do tipo A(z), estamos nos referindo a transformagdes de calibre locais ou de seqgunda espécie.
Esta exigéncia da invariancia da Fisica frente a mudancgas locais de base lembra muito a
relatividade geral e, baseados nesta analogia, construiremos o Lagrangiano de Yang-Mills
através de interpretacao geométrica. Neste processo muitos dos conceitos usados na rede
euclidiana aparecem naturalmente.

Como temos um espaco vetorial para cada ponto do espaco-tempo precisamos desenvol-
ver um procedimento que conecte dois espacos vetoriais vizinhos V, e V,,4,. Isto é feito
através do conceito de transporte paralelo e diferenciacdo covariante os quais permitirao a
comparacgao entre vetores destes espacos-vetoriais.

Consideremos uma curva C,, conectando dois pontos x e y:

c(s) € Cyp, s €10,1] (A.9)

tal que c#(0) = z* e c#(1) = y*. Associamos uma matriz a esta curva U(Cy,;) a qual mapeia
Ve em Vi
¢(y) = U(Cyz)o(2) ; (A.10)

U(Cyz) € chamado transportador paralelo.
Suponhamos que fagamos uma transformacao de calibre local; temos entao

¢'(y) = A (y)oy) (A.11)
= A (y)U(Cya)p(x) (A.12)
= A (WU (Cp)A2)d (2) - (A.13)

Comparando esta identidade com (A.10) obtemos a lei de transformagio do transportador
paralelo:

U'(Cye) = A (1)U (Cpa) A(2). (A.14)

Gostarfamos de saber como muda um vetor quando transportado para um outro espaco
vetorial; no entanto, para fazer esta comparacdo precisamos estar no mesmo ponto. Para
esta andlise introduzimos a definicao de diferencial covariante:

D¢(z) = ¢'(z) — ¢(z) (A.15)

o qual pode ser reescrito como

D¢(z) = U (Cosara)p(x + dz) — (). (A.16)
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Sua expressao final depende, é claro, da forma do transportador paralelo entre dois pontos
préoximos x e x + dx; como sao vizinhos, o transportador paralelo deve diferir infinitesimal-
mente da identidade

UlCotdnn) =1 — Ay(z)dat (A.17)

onde A,(z) é uma matriz anti-hermitiana elemento da &algebra dos geradores do grupo
ao qual pertence o transportador paralelo; serd chamado de campo de calibre por razoes
vindouras. Substituindo esta expressao em (A.16) e lembrando que

¢(z + dx) = ¢(z) + 9,¢(z)dz" + O(da?) , (A.18)
temos
D¢(z) = Dyo(x)dz” (A.19)
onde
Dug(x) = (Ou + Au())9(2) (A.20)

é a derivada covariante.
Podemos encontrar o comportamento dos campos de calibre A, sob uma transformacao
de calibre a partir da substituicao de (A.17) em (A.14):

AL(x) = A*IAN(x)A(ac) — (auAfl(x))A(x) . (A.21)
Usando a expressao acima podemos também encontrar que
D;gb’(x) = A_l(x)Duqb(x) , (A.22)

de onde fica claro o nome de derivada covariante (se transforma como a defini¢do de mudanca
de base (A.11)).

Outra quantidade interessante sai do conceito de transportador ao longo de uma curva
fechada:

¢'(z) = U(Cor)d(2) - (A.23)
E claro que U(C,,) indica o grau de curvatura deste espaco abstrato, como sugere a figura

A.1. E interessante entdo calcular a expressio para esta quantidade num caminho fechado
infinitesimal:

U(Coz) = U(Cap1dy)U(Cy—day)U(Cyy—ay)U (Cotdaye) - (A.24)
Usando (A.17) obtemos
U(Cye) =1 — Fdatdz” (A.25)
onde
Fiu(@) = 9,4, (@) — 0,4,(x) + [4,(2), A, (2)] (4.26)

é chamado de tensor de forca'. A analogia com a relatividade geral também vale neste
ponto, pois 14 o tensor de Riemann-Christoffel, do qual se tira a curvatura, é encontrado a
partir do comutador das derivadas covariantes; em nosso caso temos também que

[Du, Dy] = FMU . (A27)

L Strength tensor.
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2

Fig. A.1: Curvatura.

Multiplicando (A.25) & esquerda por A(z)™!, a direita por A(z) e usando a lei de trans-

formagao (A.14) obtemos
F,, (z) = AN (2)F,, (2)A(z) (A.28)

Da identidade acima se conclue que a grandeza mais simples, invariante de calibre, que
envolva apenas campos de calibre é

Tr(FuF,) . (A.29)

Tendo em mente a relagiao (A.22), percebemos que uma agao do tipo (A.4), onde as de-
rivadas comuns sao substituidas por derivadas covariantes, é invariante sob transformacoes
de calibre locais, como queriamos. Ademais, como a derivada covariante contém um termo
dependente do espago-tempo, o campo de calibre A, precisamos adicionar & agdo um termo
proporcional a (A.29), o qual sera responséavel pela dinAmica deste novo campo.

Outra coisa interessante que esta abordagem geométrica nos traz é a possibilidade de
encontrar o transportador paralelo dado o campo de calibre. Consideremos novamente uma,
curva arbitraria Cy, parametrizada como em (A.9); queremos investigar como varia U com
s:

U(Cc(s+ds),z) = U(Cc(s+ds),c(s))U(Cc(s),w)- (A30)
Como ot
(s +ds) =c"(s) + () ds + O(ds?) (A.31)
temos, usando (A.17), que
dct(s
UCrans) = (1=l G as) vCon) . (432
dc*(s
U(Costas)s) — U(Cus)w) = —Aulc(s)) di )U(Cc(s),m)ds , (A.33)
ou
dU(Cc(s) :c) dC“(S)

T = —Au(c(s)) s U(Ce(s),z)ds. (A.34)
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A solucao desta equacgao é a bem conhecida férmula de Dyson

UlCuna) = Pleo(= [ aylels) ™ as) (A.35)
= Plospl= [ i), (A.30)

onde o operador P é definido através de
Pl Ao = G 2 (A57)

Notamos que (A.36) é a integral de Schwinger usada no capitulo 1. E interessante analisar
como esta expressao fica para o caso em que o caminho é uma reta ligando = a x + a, com
a pequeno. Suponhamos que a reta esteja na dire¢do 1; assim a curva é parametrizada por

ct(s) = a* + sad"! | (A.38)
o que leva a
dct(s)
— 7 = M. A.
T a (A.39)

Além disso, podemos expandir o campo de calibre em poténcias de a:

N dA,(z" + sadh!)

Au(z* + sad) = A, (a*) y a s, + O(a®) . (A.40)
a a=0
Substituindo (A.39) e (A.40) em (A.36) obtemos
U(Cptiz) = Plexp(—ad,(2)] . (A.41)

Apos esta discussdao geral, a qual vale para grupos U(N) e SU(N), vamos especificar
com mais detalhes o tltimo caso, em especial para SU(2). Tanto F,, quanto A, pertencem
a algebra su(N), ou seja,

A, = —igAT*
Fu = —igF%T®, (A.42)

onde T sdo os N? — 1 geradores da algebra su(N) definida por
[T T = if* T¢ (A.43)
(fe. & a constante de estrutura do grupo). Os geradores estdo normalizados de acordo com
Tr(TT?) = %5@”. (A.44)
e para o caso SU(2) os 3 geradores sdo dados por

T, = % a=1,2,3, (A.45)
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onde 7, sao as matrizes de Pauli:

a(00) (%) me (00

E interessante escrever F¢, em termos de A%; de (A.26) e (A.42)

—igFy, T, = —igd,ALT® +igd, ALT* — g A4 A [T, T") (A.47)

14

FoT, = 0,AT — 0,A%T% — igA%AL (i furT°) (A.48)

Multiplicando os dois lados por T¢ e tomando o traco temos, usando a condicdo de norma-
lizagao (A.44),

FS, = 0,AL — 0,A% + fapeg Al (x) AL (2) . (A.49)
Podemos agora finalmente escrever a acao para a teoria pura de Yang-Mills
1 1 o ma
S = / dzLyy = “og / d*zTr(F,,F,,) = 1 / d*zF},F?, . (A.50)

Por construgao o Lagrangiano acima é invariante frente a transformagoes de calibre locais
A(z) € SU(N). Devido a (A.49) a dinamica deste Lagrangiano inclui auto-interacoes
cubicas e quarticas entre os bosons de calibre.

Para que a acao fique com dimensao de massa nula teremos que ter as seguintes unidades
para os componentes de (A.50):

72 —g , (A51)
A7) = % , (A.52)
g] = 4%‘1. (A.53)

A ultima identidade é interessante, pois indica que para d < 3 a teoria é superrenormalizavel.
Na rede, as grandezas acima sao em geral colocadas em forma adimensional, ou seja,

) a &

F, =F,a (A.54)
At = A% (A.55)
§* = g%at . (A.56)

Os casos bi e tri-dimensionais nos interessarao mais:

e 1+1

F =Fla (A.57)

Al = A2 (A.58)
§* = g*d’. (A.59)
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e 2+1
[a a 2
P, =Fia? (A.60)
Aa __ Aa %
An = Asgb (A.61)

i’ = ¢’a. (A.62)



Apéndice B

Detalhes de contas

B.1 Integrais para modelo solavel

Interessa-nos calcular

z(B) = /dWeXp (gTr(W + WT)) ; (B.1)
usando que a medida de Haar dW em SU(2) é dada por
1 S 2 4
dwW = P(5(w0+ |w | —1)d'w , (B.2)
temos
1 — w
2(B) = = /d4w §(wo+ | @ | % — 1) &P (B.3)
1 d3w
- Bwo _ — |32
= 5 / N EIAE /dwoe {5(w0 V1— 7 ?) (B.4)
+ 5w0+\/1—\u7 2}0(1—\w|2) (B.5)
= 1 Wcosh (By/1— | W | (B.6)
2
= / / / sm% dr cosh (BvV1 — r?) (B.7)
= - /0 \/17 cosh (BV1 —1r2) . (B.8)
Fazendo a mudanca de variaveis © = v/1 — r2 obtemos
1
z(B) = é/ duv'1 — u? cosh (Bu) . (B.9)
T Jo

Para prosseguirmos precisamos de uma tabela de integrais: em [211| encontramos (identi-
dade 3.387(1)) que z(B) esta relacionada a representagio integral das fungbes modificadas
de Bessel I, (p):

/_H du(l —2%)" et = Vm (%)_ L), 3 (k) - (B.10)

1
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Para v = 3/2 temos:
+1 0 1
/ dzv1 — z2e™ " = / dzV'1 — x2e™ " +/ dzv1 — x2e™ (B.11)
-1 -1 0
1
= 2/ dzV'1 — x2cosh(px) (B.12)
0
2 T
= VA () rent = The) (B.13)
7 7
e, portanto,
' w1 (k)
/ dzV'1 — x%cosh(uzx) = o (B.14)
0
Introduzindo (B.14) em (B.9) conseguimos
21
2(8) = 71/3(5) | (B.15)

A partir da expressao (B.15) podemos deduzir outros valores esperados. Por exemplo,

também nos interessa calcular

w(B) = w(P) z(B) = /dW%TrW exp gTT(W + W) ;

é facil ver w(p) pode ser gerada através de derivadas de z(5):

w(p) = /dWwoe’B“’O

_ i Bwo
= dﬁ/dW@
dz(8)

dp
Usando a identidade

_dh(p)  L(w

I H - )
2(n) = =g, .

temos que

. 215(B)

w(B) = .

B)=—3
Reexpressando a identidade acima para w(f) e usando (B.15) chegamos a
I

L(B)

(B.16)

(B.17)
(B.18)

(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)
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B.2 Propriedades do gerador funcional

Um funcional
1= [ Doripta) (B.23)

é entendido como a soma das avaliagbes de F[¢(x)] em todas as fungdes da colecao ¢(x) das
fungoes quadraticamente integraveis. Assim, uma mudanca de variavel do tipo

¢(z) = x(z) = o(x) + ch(z) (B.24)
nao altera o valor de I, j& que a colecdo ¢(z) equivale a x(z). Temos entdo
[ PoFlo@) = [ Dorigta) + ehia) (B.25)
Expandindo F[¢(z) + €h(z)] obtemos
Fl¢(z) + eh(z)] = F[o] + e/dd 555] (z) + O(e?) . (B.26)
Substituindo em (B.25) e igualando os coeficientes de mesma poténcia de e ficamos com
/qu/dd 5F[¢ =0, (B.27)
/ d*zh(z) / D) q[f] 0. (B.28)

Como h(z) é arbitraria temos no caso geral

/ D¢5F 9l _, (B.29)

ou seja, a integral funcional de uma derivada funczonal € zero.
Vejamos um caso mais geral: facamos uma mudanca de variavel infinitesimal

¢(z) = x(z) + G (x, 7) (B.30)

no funcional gerador das funcoes de Green totais. Temos que

ZlJ] = /Dx(as) (1+e/d%% +O(62))

05 2 d d
exp [—(S[X(ﬂ?)] + GaG(X’ z) + O(€)) + /d xd (z)x(z) + e/d zJ(x2)G(x, x)}

X
 Jolec o)
« <1+e / ' [%+J(m)] Glx. x)) exp [—S[X(x)]+ / dd:cJ(x)X(x)]

_ / Dy(x) (1 be / ddx(s?)(j(i;)x)

+oe / iz [g—i-l-J(m)] G(X,x)> exp [—S[x(a:)]—i— / dde(x)X(x)] | (B.31)
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O termo correspondente & multiplicacdo por 1 vai produzir um Z[J] do lado direito da
equacao o qual se cancela com o do lado esquerdo. Assim, a expressao acima pode ser
reescrita como

/dd [(55 LA J(m)) e (%x) + % (%x)} Z]=0. (B3

O segundo termo do lado esquerdo se cancela, devido a (B.29); sobra-nos

/dde ((;f] ) [(gi((s])u( ))] 2] =0 (B.33)

O exemplo trivial é para o caso de G(1,z) = f(x), ou seja, uma translacao funcional; da
expressao acima encontramos

[(gi(é) + (s ))] 2] =0, (B.34)

relagdo tipica das usadas na dedugdo das equagoes de Dyson-Schwinger. Para G(x, )
envolvendo a matriz de Faddeev-Popov obtemos as identidade de Slavnov-Taylor.
B.3 Forma geral para o propagador do glion

Todo tensor no espaco de momentum pode ser decomposto em uma parte transversal e
outra longitudinal

D" (k) = A(k*) T + B(k*) L™, (B.35)
onde
, L kPEY
™ = -5 (B.36)
, k kY
v = =5 (B.37)

Similarmente, a inversa de D" (k) pode ser expressa como

D_Luu(k) _ A/(kZ) T +Bl(k2)LNV . (B38)
Sabendo que
DM (kYD " (k) = 6 (B.39)
temos
1
2\ _
A = i (B.40)
B(k?) = 1 (B.41)
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onde usamos THTVP = TP LW [P = [# e T [*P = (). Portanto, podemos obter trivial-
mente D" (k) a partir de sua inversa
1 1

- T
Ak T B

D (k) L (B.42)

No caso do propagador do glion, por exemplo, a EDS é dada por
1

D (2, y) = [—wpap ; (1 - 5) a:faz] 56D (e — y) + T (e,y) s (B.43)

onde H,‘jﬁ(x, y) € o tensor de polarizagio do glion; no espaco de momentum esta EDS ¢é dada
por

_1a a 1 a
D71 (k) = 6 [WW — (1 — E) kuku] + 1% (k) . (B.44)
Decompondo a polarizacao em suas compontentes longitudinais e transversais
T (k) = 6% (Mp (k) T + T4 (k) L) (B.45)

reescrevemos (B.44) como

D71 (k) = 6% [(k* + )T, + (K*/€ + 1) L] (B.46)
0 que equivale a
1 1
D% (k) = 6% T, Ly, B.47
NV() k2+HTN+k2/§+HL 12 ( )
A identidade de Slavnov-Taylor
Z ab _ d

—05 0y D (x — y) = 69 (z —y) (B.48)

é escrita no espaco de momenta como
kuky Dy (k) = € (B.49)

substituindo (B.47) na expressao acima obtemos que IT;, = 0. Portanto, a forma geral para
o propagador do glion fica

1 €
ab — ab _LI“/ B
D.ul/(k) 0 |:k2+HTTl“}+ k2 :| ’ ( 50)
ou, mais explicitamente,
a a kuk, k.k,

Db (k) = 6% K@w — %) D(k*) + ¢ 24 } : (B.51)

com .
D)= —— . B.52
e k% + 1y (B.52)

Como a polarizagao s6 possui a parte transversal, se diz que a interacao desacopla da
componente longitudinal do glion.
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B.4 Propagador do glion na rede no espaco de
momenta

Seja o propagador do glion na rede uma funcao de dois pontos, x e y pertencentes a uma
rede euclidiana de tamanho (N a)%:

D% (z — ) = (AL(@)AL (1)) - (B.53)

Esta fun¢ao pode ser expandida em série de Fourier na seguinte forma (ver (B.141) e (B.142))

D¢ (2 — Ze’k =YD, (k) , (B.54)
com
2m
bu = e me=012.,N-1 (B.55)
I
V = (Na)®. (B.56)
A dimensdo de DS (z — y) é d — 2; assim [D%5 (k)] = —2. Decompde-se o lado direito de
(B.54) como [117] :
1 .
75”0 D(0)6,, + ZeZk'(wy)D(k)PW] : (B.57)
k#0
onde : :
P —5 _ sin(k,/2) sin(k,/2) (B.58)

O Y sin?(ky/2)
é a versdo discretizada do projetor transversal d,, — k,k,/k*. Somando sobre z e y em
ambos os lados de (B.57) obtém-se:

Q_A@AW) = %5”“ [ 0)6u Y+ > _D(k) ,L,,Ze““'@"y)] . (B.59)

zy  k#0

Usando que >__ = N%e Y e*? = N45@ (k) a equagio acima fica

8"6,,D(0) = 17 (D~ As(@)AL(Y)) (B.60)

Multiplicando ambos os lados por 6% e d,, ficamos com®

(N? =1) d D(0) = (>~ As(@)AL(w)) (B.61)
D(0) = e _al) v Nd< [zx: A;;(x)] ). (B.62)

1 Nesta secdo, denotamos o nimero de cores por N.
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Em YM2 a expressdo para momentum zero acima fica

Y A

Para obter D(k) para momentum nao-nulo o procedimento é similar: multiplica-se ambos
os lados de (B.57) por e *(*7% com ¢ # 0 e soma-se sobre e y para obter

2

(B.63)

(3 AL () = 5 D(g)P. (B.61)

Usando a identidade
(5,uI/P;u/ =d-1 ; (B65)

podemos reescrever (B.64) como

d

P@ = (N2_1;(d—1)Nd ZAZ(HC)@”'“] [ZAb zqy]
’ ZA” sin(q - :v] ),

B (N?—l)(d—l)]\rd< ZAb coslg - @)
(B.66)

—~

que para YM? fica

ZAI’ cos(q - )

Para colocar as formulas (B.63) e (B.67) em forma adimensional (notacio do chapéu) basta
lembrar que D(k) = D(k)/a?.

ZAI’ sin(q - :c)] ) (B.67)

B.5 Funcional de elos e Calibre de Landau

Para uma dada configuragao de elos {U,(z)} queremos encontrar uma transformacdo de
calibre {g(z)} que minimize o funcional

&M—l—wzz T [g(n) U(o) o' (@ + ) + ¢ (2 + MU () (@)] - (B.6Y)

Para tanto parametrizamos um sub-grupo de SU(N) através de um parametro 7

exp [Ty(x)] , (B.69)
() = iy’(2)T°, (B.70)

=
.
]

N—
|



Apéndice B. Detalhes de contas 126

de forma que &y[g| possa ser considerado uma fungdo de 7. Com esta parametrizacao
reescrevemos (B.68) como

Eulg(r)] =1 = 5 3 D T (g(ri) Unle) g (ms +€) - (B.71)

e d
a "
EGlg(T)] = “5dV Z Z Tr (v(z;7)g(1;2) Uu(x) g7 (753 + i)
u=1 =z
— 9(m;2)Uu(2)g" (z + @)y (z + ;7)) (B.72)
d d
a
= 557 2.2 T (1@ 7)g(ri0) Un(w) o' (73 0 + )
u=1 z
= g(r;2 = DU (2 = 1)g*(@)y(w; 7)) (B.73)
d d
a "
=~ 2 T |v(@ ) | Y _(9(rs2)Uu(@)g' (z + )
T u=1
— g(r;2 = pUu(z — f1)g' (2)))] (B.74)
Definindo o termo entre parénteses como F'(z;7), reescrevemos a expressao acima como
d
! a -
Eylg(m)] = ~5qv Z i’ (2)Tx (T°F (z; 7)) (B.75)
a’ b b
= 25D V@F (57), (B.76)
onde 1
F(z;7) = ZTr(F(x;T)Tb) : (B.77)
Avaliando o resultado em 7 = 0 temos que
d
Z Ub (x—f)) - (B.78)
p=1

Para a definicao do campo de calibre na rede dada por
[Uu(2) — Ul(2)] (B.79)
e parametrizacdo de matrizes SU(2)

A=Al +iA-G, (B.80)
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temos, a partir de (2.74) e (B.78), que para SU(2)

&0 = 25 S bl [(v-A) @) (351
onde b =1,2,3 é o indice de cor e
[(v . A) (m)}b - i(AZ(z) — Ab(z — 1)) = Fb(z;7 = 0) (B.82)

é a versdo discretizada da divergéncia do campo de calibre. Se {U, ()} é um ponto es-
tacionario de Ey[g(T)] em 7 = 0 (i.e. g(7,z) = 1L,Vz) entdo temos £'(0) = 0 para todos
{+*(z)}. Isto implica

[(v-A) @] =0 Yoz b, (B.83)

que é a versao discretizada do calibre de Landau.

B.6 Da acao de Wilson aos grampos

O termo dependente de elos na agao de Wilson (1.48) é dado por

SO = > Y Oula). (B.51)
onde
O () = Tr (P (2) + P, (2)) - (B.85)

Estamos interessados apenas nos termos de (B.84) que dependam de um elo especifico Uy (y).
Para tanto a reescrevemos como

S[U(2)] = SUs()] + SH{U ()}, Us(y) ¢ {U,(2)}] (B.86)

onde

Soy)] = -2

AN > (Tf(Pau(y) +he)+Tr(Po(y —e) + h.c.))

v

+ Y (Te(Poly) + he) + Te(Poly — ) + hec)

= _% > (Tr(Pau(y) + P} (y) + Py — &) + Pl (y — ey))) . (B.87)

v

que reescrevemos Ccomo

STUp(w)] = ~ SR Te(Up ) so(u)] (B.53)
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onde
soy) = Y [ W) + 25 w)] (B.89)
u#
Sol W) = Uy +0)Ui(y+nUly) B.90
50 () = Uiy — i+ 0)Uj(y — @)Uy — i) (B.91)

B.7 Projecao de matrizes em SU(2)

Parametrizamos as matrizes SU(2) por

U=Ul +iU-3, (B.92)
onde
ui4 |7 P=1. (B.93)
Seja a matriz complexa C:
C=cl +ic-7; (B.94)
usando a identidade . . .
(@-o)b-d)=a-blL+i(a@axb)-ad (B.95)
chegamos a
COT = (2+ )L . (B.96)

Define-se a projecao da matriz C em SU(2) por
~ C

C=Pr(C) = —, B.97
= JarTer B
ja que o ~
CCT=1 — CeSU?2); (B.98)
tomando o determinante dos dois lados da equagao (B.97)
~ det
detC' = 2676; ,
g+ e?
detC =3+ | ¢|* . (B.99)

Chegamos entdo a forma final para a proje¢ao da matriz C' em SU(2):

~ C
C:Pr(C):\/m.

(B.100)
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B.8 Algoritmo de Kennedy-Pendleton

Queremos obter uma distribuicao de probabilidade da forma
P(u)du < (1 — u?)2e*du, ue[-1,1], (B.101)
usando o algoritmo desenvolvido em [180]. Fagamos uma mudanca de variavel
6= (1—u)?, (B.102)

para obter
2
P'(6)ds o< (1 — %)1/2(526_(162615, 5 €[0,v2]. (B.103)

Como no caso do algoritmo de Creutz, a contribui¢do do termo (1 — %)1/ 2 sera conside-
rada via aceita-rejeita. Assim, nos preocuparemos em achar a transformada inversa da
distribuicao
P"(6)d6 o §2%¢ 2 ds, & € [0, 00); (B.104)
isto é feito via distribui¢oes gaussianas.
Seja X uma variavel aleatéria no intervalo unitario; pretendemos gerar uma outra dis-
tribuicao de probabilidades a partir da uniforme usando

R = [ axse €00, €e o) (B.105)
onde
£ = _h;(X); (B.106)

temos entao

P(§) = / 1 dX6(X —e °)aX ] — h;(X ) (B.107)
= 2204@&62 . (B.108)
A partir de P¢(£) vamos gerar a distribui¢do P'(6).
Gera-se um valor X' e avalia-se
p = xcos(2rX"), (B.109)

tal que x esteja distribuido como em (B.108). A distribuicdo de p sera entao

(p) = /Ooodx/o dX'Pe(x)d(p — x cos(2r X)) ,

oo 2w Yo )
= / dx/ dQ?e_"‘X d(p— xcos(h)) , (B.110)
0 0
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que pode ser escrita em termos de coordenadas cartesianas como

Py(p) = / da/ db e @) 5(p —a) |
_ e /oodb —ab® (B.111)

™

o que leva a distribui¢ao gaussiana
(0% _apz
P,(p) = —e,  —oo<p<ooy (B.112)
no procedimento acima esta contido o método de Box-Mueller.

Combinando a distribuigdo gaussiana (B.112) com a distribuigdo (B.108) poderemos
obter a distribuicdo (B.104) usando

P'(5) = / e / dpPe(€)P,(0)3(6 — \/E T 77) |
= /Ooo d¢ /oo dp2ax\/gea(§2+”2)5(5 —VE+p?) . (B.113)

Em coordenadas polares a expressao acima, fica

0 /2 ,
P"(§) = /o dr/ p d¢2ar2\/§cos(¢)ea’" 5(o6—r),
= 4a\/§626_0“52 (B.114)
m

que é a distribuigdo (B.104) procurada.

B.9 Transformada parcial de Fourier para formas
analiticas conhecidas

Nesta secao calculamos a transformada parcial de Fourier para algumas formas analiticas
mais conhecidas. Para uma forma escalar geral D(q¢?) definimos

C(t,.q) = / dqoD(qo, P)e™" . (B.115)

Estamos particularmente interessados no comportamento de C(t,§) a momentum nulo:

Ct)=C(t,7=0)= —/ dgo D (go, 0)e™®" ; (B.116)

oo

Nos referiremos a C(t) como func¢ao de Schwinger.
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i) Propagador livre massivo

1
Dmass 2 = 5 5 B117
@) = (B.117)
De (B.116) obtemos
1 0o eiqot e—mt
Cmass t) = — d = ; B118
=50 [ dnarm =G (B.118)

onde consideramos o polo ¢y = +¢m, fechamos o contorno por cima e usamos teorema dos
residuos.

ii) Propagador quértico

S

2\ —
unartico(q )= m (B.119)
De (B.116) obtemos
C. L B.120
uartico () = = IR .
ciolt) = 5 [ i (B.120)

considerando os polos m/+/2(i 4 1) fechamos o contorno por cima e usamos o teorema dos
residuos para obter

se mV2 m .om
Cquartico (t) W [COS(E t) + sm(ﬁ t) (B121)
se"mV2 m T
= —0 —t——). B.122
om3 cos( /2 4) ( )

Para t > 3v/27/4m temos que Cuartico (t) torna-se negativa.

iii) Propagador de Gribov

q2

Daribov(¢°) = o (B.123)
Temos
L[> ge
Caribov(t) = o= [ d : B.124
Gribov (%) 27T/—oo qoq§+m4 ( )
Nota-se, a partir de (B.122), que
1 dzc uartico (¢
Caribov (1) = _ 1 Cquarico(t) : (B.125)

s dt?
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D(q)

Fig. B.1: Formas conhecidas para o propagador do ghion D(q?®): massivo livre (linha so-
lida), qudrtico (linha pontilhada), Gribov (linha tracejada) e Gribov nao-nulo
(linha de tragos longos). (Fizamosm =1 e s=0.5.)

Assim, chegamos a

Civon (1) = M%me—mt/ﬂ (cos(mt/v2) —sin(m/V3)) . (B.126)

que claramente nao é positiva definida. A expressao acima ainda pode ser reescrita como

1
Caribov(t) = —eTMHV2 cos(mt/V/2 + I) . (B.127)
2m 4
Nos intervalos Y Y
2T 2T 1
— 4+ 2 <t< —+4+ 2 — B.128
4m+ ™n 4m+ 7r(n+2), ( )

com n =0,1,..., Caribov(t) € negativa.

iv) Propagador de Gribov nao-nulo no infravermelho

Don(¢%) = quitni (B.129)

De (B.116), (B.122) e (B.127) temos
wn.(t) = Caribov(t) + Cauartico(t) (B.130)
2:%6””/‘/5 cos(mt/V/2+6) , (B.131)

onde

1 14w
5 = arccos (E\/ﬁ) s (B132)
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a b
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Fig. B.2: a) Funcgéoes C(t) para formas conhecidas do propagador do glion: massivo livre
(linha sdlida), qudrtico (linha pontilhada), Gribov (linha tracejada) e Gribov nao-
nulo (linha de tragos longos). b) Mesmo que em a), mas com escala logaritmica
no eizo das ordenadas. (Fizamosm =1 e s=0.5.)

com u = s/zm?. Também troca de sinal periodicamente.

Na figura B.1 graficamos estas quatro formas funcionais para o propagador do glion no
espago de momenta. A funcdo C(t) normalizada é apresentada na figura B.2; as cuspides
no grafico logaritmico acusam a troca de sinal em C(t).

B.10 Transformada discreta de Fourier

Vamos relembrar algumas formulas interessantes da anélise de Fourier para os casos de 1)
uma rede de pontos continua e infinita, 74) uma rede de pontos discreta e infinita, 4i7) uma
rede de pontos continua e finita, e, finalmente, iv) uma rede de pontos discreta e finita.

i) Rede de pontos continua e infinita

fl@) = % /_ " e () .z e (00, +00) (B.133)
flo) = /_mdxe_i””f(ﬂﬁ), p € (=00, +0) (B.134)

ii) Rede de pontos discreta e infinita

1 +7/a L
flz,) = o dpe® f(p), z,=na (B.135)
—7/a
5 N-1
flp) = lima) e f(z,), p€l-n/a,+n/d] (B.136)

n=0
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iii) Rede de pontos continua e finita

— oiPnT _ —
flz) = N%l;olg%Lprn , w€[-L,L, L=Na  (B.137)
F e ; 2mn
fpn) = / dre™"" f(z) , pn= I (B.138)
-L

iv) Rede de pontos discreta e finita

N-
1 r eiPn®
flzn) = sz pa)e?® . z,=na, L=Na (B.139)
3 — 2mn
fon) = a e_anmnf@n) P = (B.140)
n=0

Em (B.139) e (B.140) estdo as expressoes a serem generalizadas para dimensdes maiores
que um:

fz.}) = % i: f({pu})eip.w , Ty=mnya, L=Na (B.141)
Fpd) = oY " ((m)) . pa= (B.122)

A partir delas definimos a transformada parcial de Fourier como

271'710

C(t,{p:}) = Ze”’“D ), =" (B.143)
no 0
Da expressao (B.57)
1 :
Dy (2) = 770" D(0)6u + Y _ e**D(k)P,., | | (B.144)

k#£0
definimos a transformada parcial de Fourier do propagador do glion na rede como
be (1 _igh-#npbe L ok
Che(t,p') = e ™D (z), p= - (B.145)

=

T

Usando e?T = [4-15(d-1)(5) reduzimos a expressio acima a
xT

5bc
cbe (t,p) = (0)8u + Y _ €™ D(p . (B.146)
p#0
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Interessa-nos obter o comportamento desta funcao para momentum nulo, pois esta rela-
cionada as singularidades do plano complexo:

. 5bc

Cli (£,0) = — | D(0)3 + > " et D(py, 0)P,, (po, 0) | - (B.147)
no#0
Algumas propriedades de
- sin(mn,/N) sin(mn, /N)
P 14 70 =9 v £ B.148
o (Po, 0) # sin?(mng/N) ( )
sao
POO(pOa(_j) =0 ’ (B].49)
Poi(po,0) = 0, (B.150)
Pii(po,0) = 1 (B.151)
Temos assim e
Che(t,0) = —D(0) (B.152)
e
1= 27Ny
be(s A — ipot N _ .
Ci(t,0) = i3 Zoepo D(po,0), po= 7 (B.153)
no=

as componentes nao diagonais sao nulas. A primeira equacao nao nos interessa, pois nao hé
evolugdo temporal; nos atemos a (B.153).

Simplificamos a notacao extirpando os indices de cor e de Lorentz, pois sao diagonais.
Definimos

N-1
1 inot _ 2mny
C(t) = E E Oepo D(po) y Po = L . (B154)
no=

E o decaimento desta fungao que queremos investigar.



Apéndice C

Simulacao serial com O.H.Q).

C.1 Simulacgao serial com oscilador harmoénico quantico

Para ilustrar em detalhes uma simulagao utilizaremos o oscilador harmoénico quéantico (O.H.Q.)
o qual, sendo exatamente soltivel, presta-se bem para comparacoes de precisdo'. Trabalha-
mos na métrica euclidiana.

Nosso objetivo é calcular o propagador G(t) para que possamos, através de seu de-
caimento exponencial, inferir o valor da sua primeira excitacio AFE. No caso do O.H.Q.
sabemos que esta vale AF = fhw, ou, nas unidades utilizadas para facilitar a notagao
(h=m=w=1),AE =1

C.1.1 Teoria

O propagador é definido em termo, de integrais funcionais como

[ D (t)a(ty)x(t,)e=5E
[ Da(t)eSlal )

G(t) =

e em termos de operadores e vetores de estado como

dx(z(ts,to) t t;, &
f .’E f’ 0 ‘.’L'( ) (1)|.’L‘( 19 0)) ’ (02)
(z(tg, to)|z(ti, to))
onde t =ty —ty, tf > to > 11 > t; e tp é um tempo de referéncia. A primeira expressao ¢ a
mais propicia para simular, mas manipulacoes da segunda é que nos permitirao interpretar

fisicamente o decaimento do propagador.
Definimos um valor esperado

F(z,t) = (z(ts, to)|2(t2)Z(t1) |2 (ti, o)) , (C.3)

onde |.) sdo vetores na representacdo de Heisenberg. Passando a representacdo de Schro-
dinger obtemos

F(z,t) = (z]e” H(ts—to) H(tg t0) o H(t2—t0)eI:I(t1—to)ie—fl(tl—to)eﬁ(ti—to)|$>

(x|e” H(ty—t2) go—Hlt2—t1) g o= H(tl_“)|x>. (C4)

! Este apéndice segue de perto as indicagdes de um problema proposto em [212].
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Introduzindo relacoes de clausura na identidade acima ficamos com

Flz,t) = Y (2B )(Enle” =g By ) (B e~ n 2=t ge= P =1 | B)( E) | )

m,n,l

= Y e Pl Bl e e (g, 4| ,) (B, By (Bile) (o] B, (C.5)
m,n,l

(C.6)
Considerando que a bem conhecida identidade do O.H.Q. [213]

< En‘.’f')‘Em >= VN + 15’m,n—|—1 + \/ﬁém’n_l (07)

5 |
V2
nao possui dependéncia em z, podemos integrar F(z,t) sobre todo o dominio, utilizar a
relacao de clausura para os auto-vetores de posicao e obter

F(t) = / dzF(z,t) = Y e "7 |< Eylg|Ey >|? e Pt (C.8)

n,m

onde definimos

T = tf -1, (09)
Usando (C.7) obtemos
Ze EnT T 1)e=Entr=En)t 4 pe=(En1=En)t] (C.11)

Em nossas unidades os autovalores de energia ficam

1
E,=(n+ 5) , (C.12)
E,..—-FE,=1, (C.13)
e podemos reescrever (C.11) como
~ 1
F(t) =5 D e AT (4 1)e ! + nett (C.15)
Fazendo manipulagoes similares as de cima é facil mostrar que
(@(ts, to) | (ti, t0)) Ze (mt1/2)T (C.16)
De (C.2) temos entdo que
Ste™T[(n + 1)e™t + nett]
G(t) == (C.17)

2y e Bl !
n
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que pode ser ainda mais simplificado lembrando da identidade

- —n - —t\n 1
e =Y (e = —_ (C.18)
n=0 n=0
obtemos (2
1 ,|14+e ¥

Com T >> 1 o comportamento de G(t) é de decaimento exponencial para t << T/2.
Algumas propriedades do propagador sao:

G(0) = (C.20)

S Nl

dG(t)
dt
Para obtermos diretamente as diferencas dos autovalores de energia usamos a seguinte gran-
deza

(C.21)

lt=1/2

AE(t) = - log|G(t)/G(t + a)] (C.22)

ISEN

a qual, usando (C.19) reduz-se a

14 e (T-2)
e e

AB() =1+ %log[ 1 (C.23)
Novamente, para T >> 1 e t << T/2 teremos AE — 1, como esperado. As expressoes
(C.19) e (C.23) estao graficadas nas figuras (C.3.a) e (C.4.b), onde T = 10.

Tendo as expressos exatas para G(t) e AFE(t) nos voltamos ao problema de obté-las
numericamente. Para utilizar (C.1) no computador precisamos que ela seja finita. Explici-
tamente temos as seguintes defini¢oes

1\ M2 p [Nt l
(x(tf,t0)|§:(t2):fc(t1)|x(ti,t0)):A}im (%) / [ dx(l)] 2tz (ty)e 57 (C.24)
—00
1=0
1\ M2 N-1 o
(@(ts, to)|z(ti, to)) = Jim <%> /[H dx(l)] e SElV] (C.25)
1=0
onde
Nirzmz g2
Splz¥] = a) [x—+x7] : (C.26)
1=0
iV = (2D —20)/q (C.27)
Na = t;—t;=T. (C.28)

Condicoes periddicas de contorno nos dao que

z(t) =20 =z(t;) =2M =z . (C.29)
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0.6 ‘ ‘ 1.5

DE(D)

-1.5 L L L L L L L I

Fig. C.1: Propagador e primeira excita¢ao.

Para que tenhamos uma expressao finita precisamos de um N finito. Por exemplo, para
N = 4 teriamos para G(t = 2a)

Py

G(tQ = 3&, tl = a) = =, (030)
P,
com
1 \? [t
P = (2—> / dzdzMdz® dz® M3 e (C.31)
ma) J_o
1 \?2 [t
P, = (2—> / drdzVdePde®e 57 (C.32)
ma) J_o
1
Se = 53 (20 —2)2 + (2@ — 2W)? + (2 — 2@ 4 (1 — 2®)?]
1
t 3 [22 + 22 4 2?2 4 2] (C.33)

Neste caso temos T = 4a e t = 2a. Para investigarmos o decaimento exponencial de G(t)
precisamos de uma rede maior (7" maior) na qual ¢ << T'/2 tenha validade.

C.1.2 Simulacao

Como detalhado no capitulo 3, integrais multidimensionais como (C.30) podem ser avaliadas
aproximadamente através do método de Monte Carlo (notar que Sg, eq. (C.26), é sempre
positiva) o qual demanda algum processo de atualizagdo. Neste exemplo de simulacdo
adotamos os passos do tradicional algoritmo de Metropolis. Varremos todos os sitios da
rede (cada sitio corresponde a um z)) e em cada um se realizam os seguintes passos:



Apéndice C. Simulacgao serial com O.H.Q. 140

1. Sorteia-se um niamero & € (0, 1] para gerar um valor teste para o sitio [ através de
l
Tighe = & + (2¢ — ©) ; (C:34)

(e sera a maior modificagdo possivel do sitio: se for muito grande a modifica¢ao de
" serd em geral grande e provavelmente nio serd aceita; se e for muito pequeno a
aceitacdo sera maior, mas varrera pouco o dominio de z(®). Seu valor deve ser tal que
50 — 60% das atualizagGes sejam aceitas.)

2. Comparam-se as ac¢des do velho valor, S = S[z(], e do valor teste, Syge = S [:chste]

(a) Se

_Steste
~AS _ €
e =

>1 (C.35)

e S

entao aceita-se a atualizacao (x(” = x%?ste

). Fim da atualizacdo do sitio [.
(b) Do contréario, sorteia-se um segundo namero x € (0, 1]:

i. Se x < e 9 aceita-se a atualizacdo. Fim da atualizacdo do sitio [.
ii. Do contrario, mantém-se o valor de 2. Fim da atualizacio do sitio [.

E interessante obter explicitamente AS; pra isso precisamos apenas saber os termos de
S que dependem do sitio que queremos atualizar. De (C.26) temos

N-1
S=a)_ S (C.36)
=0
com
(+1)2 _ 94(+1) (D) 4 (D2 (12
Z T T x T
= . C.37
S 2a? T (C.37)

Da expressio acima é claro que apenas S; e S;_; contém termos que dependem de z

S 145 = s+ termos que ndo dependem de z | (C.38)
onde 02 (304D 4 50D _ 30)z0
o_r-_ Wty o r)T C.39
s 2 a? ' (C-39)
Assim sendo, temos que
AS(zW) = a (s - sV) . (C.40)

Comecando com uma configuracio arbitraria de {2} procedemos a geracio de uma nova
configuracao usando os passos enumerados acima. Surgem dois problemas.

Primeiro, a configuracdo inicial pode nao estar distribuida de acordo com o peso de
Maxwell-Boltzmann e~ ndo sendo portanto valida sua utilizacdo para o calculo das médias
de Monte Carlo. Apenas apés um determinado ntimero de atualizagoes é que {:c(l)} atende
a esta exigéncia. Assim, deixamos que se processem N, atualizagbes antes de guardar
uma configuracao valida para medida; este processo é chamado de termalizacao da rede.



Apéndice C. Simulacgao serial com O.H.Q. 141

O segundo problema se refere ao fato de que uma nova configuracao estara muito cor-
relacionada a sua imediata predecessora, nao sendo também compativel com as exigéncias
para média de Monte Carlo. O que se faz é gerar N, atualizagoes e s6 guardar a ultima;
esta estard, para N, grande o suficiente, bastante descorrelacionada da ultima configuracao
utilizada no calculo da média de Monte Carlo.

No programa calculamos G(t) e AE(t); os erros sao analisados usando as técnicas de rea-
mostragem simples (binning) e aleatoria (bootstrap) para ilustrar a discussdo desses topicos
apresentadas no capitulo 3. Utilizamos N = 20, a = 0.5, ¢ = 1.4 ¢ N, = 20. Grafica-
mos os resultados da simulagdo de G(t) e AE(t), com Ny, = 2000,na figuras (C.2.a) e
(C.2.b). Os resultados mostram boa concordincia com as expressoes exatas. O programa
esta explicitado nas figuras C.3, C.4 e C.5.

15

0.6

DE()

0.2

0.1

Fig. C.2: Propagador e primeira excita¢ao comparados com resultados da simulagao.
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Programa serial para oscilador harmdénico quantico



€D "Sig

(1) "OH O ovvmung

R

QUANTUM HARMONIC OSCILIATOR
MONTE CARLO SIMULATION CODE
by A. Taurines, 09/2003

based on proposed problem in
G. P. Lepage’s “Lattice QCD for novices”

This package is free software and you can use this under:
"the GNU General Public Lisense" published by the FSF.

inplicit none
i nt eger n,ncor,ncf,nn,nalpha,idum,nbin,

# ncf2,nbtcp,j,k

ccc

ccc
ccc

ccc

ccc

ccc
ccc

ccc

real a,eps,avg,g(1:2000,0:50),boot(1:2000,0:50)
real gaux(1:2000,0:50),bin(1:2000,0:50)

real del(1:2000,0:50),del2(1:2000,0:50)

real ratio,sig,savg,savg2,den

common/ data/n,a

comon /data2/ idum,eps

common /data3/ ncf

ext er nal compute,uniform,actionj

n=20 1# of time slices, n<50

ncor = 40 I# of decorrelation steps, \propto 1/a"2
ncf = 2000 I# of configurations, ncf<2000

nbin = 20 Ibin spacing, must be a divisor of ncf
nbtcp = 100 I# of bootstrap copies

eps=1.4 Imaximum step for update

a=.5 llattice spacing
ncf2 = ncf/nbin

obtain new SEED for ran2.f
open(21 file=' SEED’)
read(21,*) idum
rew nd 21
idum = — abs(idum)

Monte Carlo: gives back NCF evaluations of
the propagator for each one of the N time slices
cal | mc(n,ncor,ncf,a,eps,g)

Bootstrap and Binning Error Analysis
do nn=0,n-1 !each nn corresponds to a different time slice

bin the data
do nalpha=1,ncf
cal | bin_rout(g,bin,nn,nbin,ncf)
enddo

generates nbtcp bootstrap copies for G(t)
from the ncf2 binned samples
do j=1,nbtcp
avg = 0.
cal | bootstrap(bin,boot,nn,ncf2)
do k=1,ncf2
avg = avg+ boot(k,nn)
enddo
gaux(j,nn) = avg/ f1 oat (ncf2)
enddo
enddo
Evaluations of \DeltaE(t)
do j=1,nbtcp
do nn=0,n/2-6 ! safe range for non—negative ratio
ratio = (gaux(j,nn)/gaux(j,nn+1))
del(j,nn) = | og(ratio)/a
enddo

75

80

85

90

95

100

105

110

120

125

130

enddo

ccc Mean values and errors of G(t)
savg=0.
savg2=0.
do nn=0,n-1
cal | dvt(gaux,nn,savg,savg2,sig,nbtcp)
wr i t e(24,%) nn*a,savg,sig loutput in file fort.24
enddo

ccc Mean values and errors of \DeltaE(t)
savg=0.
savg2=0.
do nn=0,n/2-6
cal | dvt(del,nn,savg,savg2,sig,nbtcp)
wr i t e(25,*) nn*a,savg,sig loutput in file fort.25
enddo

ccc update SEED file for the next calculation
wite(21,*) abs(idum)
cl ose(21)
end
CCC END OF MAIN
Ccccceceecccecceceeccececceccece

CCCCcccceeeecececececececce
CCC ROUTINE MC
ccc generates propagators g through Monte Carlo Method
ccc INPUT: n,ncor,ncf,a,eps
ccc OUTPUT: g(1:2000,0:50)
subrout i ne mc(n,ncor,ncf,a,eps,g)
inplicit none
i nt eger n,ncor,ncf,nalpha,nn
r eal x(0:50),a,eps,avg,g(1:2000,0:50),compute,y
integer j

ccc initial configuration
do j=0,n-1
x(j)=0.
enddo

ccc lattice thermalization
do j=1,5*ncor
cal | update(x)
enddo

ccc generates NCF configurations
do nalpha=1,ncf

ccc jump NCOR updates
do j=1,ncor
cal | update(x)
enddo

ccc evaluates g
do nn=0,n-1
g(nalpha,nn)=compute(x,nn)
enddo

enddo
return

en
CCC END OF ROUTINE MC
CCCcceeeeececceeccececececcecce
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150

155

160

165

170

175

180

185

190

195

200

CCCCCccceeceecceecceececcecece
CCC ROUTINE UPDATE
ccc update the n values of x
ccc INPUT: x(*)
ccc OUTPUT: x(*)
subrout i ne update(x)
inplicit none
real x(*),old_x,old_sj,actionj,uniform,a,
# eps,ds,eaux,ale
i nt eger n,j,idum,i
common/ data/n,a
conmon /data2/ idum,eps
ext er nal actionj,uniform
i=0 Icounter for # of accepted updates

ccc sweep the lattice
do j=0,n-1

ccc evaluates present action
old_x = x(j)
old_sj = actionj(j,x)

ccc trial value for x(j)
x(j) = x(j) + uniform(-eps,eps)

ccc evaluates \DeltaS
ds=actionj(j,x)-old_sj

ccc  Metropolis steps
if(ds.gt.0) then
eaux= exp(-ds)
ale = uniform(0.,1.)
if(eaux .1t.ale) then
X(j)=old_x
i=i+l
endi f
endi f
enddo

ccc n-i = # of updatings
return

end
CCC END OF ROUTINE UPDATE
Ccceeecececececececececcecceccecee

CCcCccceeeccececcecececccecce
CCC FUNCTION ACTIONJ
ccc evaluates change in action due to change in x(j)
ccc INPUT: x(*),j
ccc OUTPUT: actionj
function actionj(j,x)
inplicit none
real x(*),actionj,a
i nt eger j,jp,jm,n
common/ data/n,a
p= mod(j+1,n)
jm= mod(j-1,n
actionj = a*x(j)**2/2.+x(j)*(x()—-x(p)—x(m))/a
return

en
CCC END OF FUNCTION ACTIONJ
CCCcCcceceececececceccececcececcececcececcecce

Ccceceeececcccccecceeccee

CCC FUNCTION COMPUTE

ccc evaluates propagator for the nn time slice
ccc INPUT: x(*),nn

ccc OUTPUT: compute

220

225

230

245

250

255

260

270

275

280

function compute(x,nn)
inmplicit none

real compute,aux,a

i nt eger nn,jk,n
common / datal/n,a

real x(*)

ccc using periodicity properties of propagator
ccc e.g., 9(5,3)=9(4,2)=9(3,1)=9(2,0) ...
aux =0.
do j=0,n-1
k= nod(j+nn,n)
aux = aux + x(j)*x(k)
enddo
compute = aux/ f1 oat (n)
return
end
CCC END OF FUNCTION COMPUTE
CCccceeececececececececececccecee

CCCCCccceeeceececceeccecce
CCC ROUTINE BIN_ROUT
ccc  bin the data
ccc INPUT: g(1:2000,0:50),nn,nbin,ncf
ccc OUTPUT: bin(1:2000,0:50)
subrouti ne bin_rout(g,bin,nn,nbin,ncf)
inplicit none
i nt eger ncf,nbin,nn,nalpha,j,i
real g(1:2000,0:50),bin(1:2000,0:50)
real aux
i=
do nalpha=1,ncf,nbin
i=i+l
aux = 0.
do j=1,nbin
aux = aux + g(nalpha+j,nn)
enddo
bin(i,nn) = aux/ f | oat (nbin)
ddo
return

end
CCC END OF FUNCTION BIN_ROUT
CCCCCcCeceeececeeecececcecececcecccececcecece

CCCCCCccceeeceececceeccecce
CCC ROUTINE BOOTSTRAP
ccc generates bootstrap copies
ccc INPUT: bin(1:2000,0:50)
ccc OUTPUT: boot(1:2000,0:50)
subrouti ne bootstrap(bin,boot,nn,ncf2)
inplicit none
i nt eger nalpha,nbeta,nn,ncf2
real bin(1:2000,0:50),boot(1:2000,0:50)
real uniform
do nalpha=1,ncf2
nbeta= i nt (uniform(1., f 1 oat (ncf2)))
boot(nalpha,nn)=bin(nbeta,nn)
enddo
return
end
CCC END OF ROUTINE BOOTSTRAP
CCCCCCCccceeeceecceecceececceecceccecece

Ccccceeececceecceccecccececccece

CCC ROUTINE DVT

ccc routine for standard deviation evaluation
ccc INPUT: del(1:2000,0:50),nn,ncf

ccc OUTPUT: savg,savg2,sig
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subrout i ne dvt(del,nn,savg,savg2,sig,ncf)
implicit none
i nt eger nn,j,ncf
real del(1:2000,0:50),sig,savg,savg2
savg=0.
savg2=0.
do j=1,ncf
savg=savg-+del(j,nn)
savg2=savg2+del(j,nn)**2
enddo
savg=savg/ f 1 oat (ncf)
savg2=savg2/ f | oat (ncf)
sig = (savg2-savg**2)
sig = sqrt (sig)
return

end
CCC END OF ROUTI NE DVT
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCee

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCee

CCC  FUNCTI ON UNI FORM

ccc returns uni form random val ue between e_min and e_max
ccc I NPUT: e_mi n, e_max

cce QUTPUT: uni form

gD “Sig
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function uniform(e_min,e_max)
inplicit none
real uniform,ran2,e_min,e_max,eps,ale
i nteger idum
comon /data2/ idum,eps

ale = ran2(idum)

uniform = (e_max-e_min)*ale+e_min
return
end

CCC END OF UNI FORM
CCeceececeeecececeece

ccc St andard random nunber generator (Nunerical Recipes)

include’ ran2.f
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